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Предисловие

Данное учебное пособие подготовлено с целью помочь студен-
там глубже и полнее усвоить понятийную систему и сложный ап-
парат, который лежит в основе теории радиационных поправок
и перенормировок в квантовой электродинамике. Представлен-
ный в пособии материал направлен на приобретение студентами
умений и навыков по выполнению сложных вычислений в теории
электромагнитных взаимодействий.

Учебное пособие состоит из введения, трех глав и заключения.

Во введении дается общее представление о теории радиацион-
ных поправок, а также приводится справочный материал, необхо-
димый для построения математического аппарата теории радиа-
ционных поправок и перенормировок. Использование математи-
ческого аппарата подробно иллюстрируется на примерах, разо-
бранных в заданиях к данному разделу. Результаты, полученные
во введении, используются в последующих главах пособия.

Первая глава посвящена основным вопросам теории перенор-
мировок. В ней подробно разбирается перенормировка массы элек-
трона, его волновой функции и волновой функции фотона, вы-
числяются электронный и фотонный пропагаторы в импульсном
представлении, вершинная функция в однопетлевом приближе-
нии, собственно-энергетическая диаграмма фотона в однопетле-
вом приближении, поляризационный оператор фотона в двухпет-
левом приближении.

Во второй главе вычисляются формфактор электрона в од-
нопетлевом приближении, аномальный магнитный момент элек-
трона, радиационные поправки к закону Кулона.

В третьей главе рассматриваются приложения теории пере-
нормировок и радиационных поправок к исследованию электро-
слабых процессов: вычисляется сечение резонансного рассеяния,
вероятность радиационного распада хиггсовского бозона𝐻 → 2𝛾
в рамках Стандартной модели, вероятность радиационного рас-
пада фермиона с нарушением аромата 𝑓𝑖 → 𝑓𝑗+𝛾 в модели элек-
трослабого взаимодействия со смешиванием, аномальный маг-
нитный момент заряженного лептона, обусловленный тяжелыми
векторными 𝑊 - и 𝑍-бозонами и т. д.

После введения и каждой главы приводятся задания для са-
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мостоятельной работы, решение которых позволит повторить и
закрепить изложенный в основном тексте пособия материал.

Список литературы в конце пособия включает в себя пере-
чень изданий, использованных при составлении данного пособия
и рекомендованных для более глубоко самостоятельного изуче-
ния отдельных вопросов.

Данное учебное пособие построено в соответствии с програм-
мой дисциплины «Радиационные поправки и теория перенорми-
ровок» и основано на опыте преподавания данной дисциплины.

Авторы выражают искреннюю признательность заведующему
кафедрой теоретической физики А. Я. Пархоменко за ценные
замечания и предложения.
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Введение

Радиационные поправки — это вклады в физические вели-
чины, возникающие при учете взаимодействия реальных частиц
с виртуальными (электромагнитным полем и заряженными фер-
мионами в случае квантовой электродинамики).

В классической физике при описании движения твердого тела
вводятся параметры, характеризующие макроскопические свой-
ства этого тела, например масса 𝑚, электрический заряд 𝑞 и
т. д., которые остаются неизменными характеристиками при уче-
те взаимодействий. В отличие от них тело обладает также дина-
мическими характеристиками, такими как импульс или энергия,
изменение которых приводит к движению тела.

В квантовой теории поля ситуация существенно другая. Лю-
бая частица находится в непрерывном взаимодействии с другими
частицами, причем если частицы материи непрерывно испускают
и поглощают виртуальные частицы — кванты переносчиков взаи-
модействий, то и переносчики могут взаимодействовать не толь-
ко с виртуальными квантами материи, но и сами с собой. Учет
такого типа эффектов является проявлением влияния квантово-
полевого ваккума на физические характеристики частиц, а имен-
но: массу частицы, ее заряд, магнитный момент. Поэтому при
проведении расчетов с участием квантовых полей нужно поль-
зоваться не фиксированными значениями массы 𝑚0 и заряда 𝑞0
(затравочными параметрами теории), а их эффективными зна-
чениями 𝑚 = 𝑚0 + 𝛿𝑚 и 𝑞 = 𝑞0 + 𝛿𝑞, учитывающими поправки
от взаимодействий. В данном случае именно масса 𝑚 и заряд 𝑞
являются результирующими, физически наблюдаемыми массой и
зарядом соответственно. Если в теории имеется малый параметр,
то поправки 𝛿𝑚 и 𝛿𝑞 можно вычислять по теории возмущения
в виде ряда по этому параметру. При первых попытках вычис-
лить поправки к массе и заряду электрона физики столкнулись с
проблемой расходимостей, т. е. вычисленные поправки оказались
бесконечными. Причина расходимости кроется в нескомпенсиро-
ванном интегрировании по импульсам виртуальных частиц.

Действительно, в общем случае амплитуда квантового про-
цесса может быть представлена в виде интеграла по импульсам
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виртуальных частиц:

ℳ(𝑝𝑖, 𝑝𝑓 , 𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑛) = (0.1)

=

∫︁
𝑑𝑝1 𝑑𝑝2 · · · 𝑑𝑝𝑛 𝐹 (𝑝𝑖, 𝑝𝑓 , 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛),

где 𝑝𝑖 и 𝑝𝑓 — импульсы начальных и конечных частиц, 𝑝𝑘 (𝑘 =
1, 2, . . . 𝑛) — виртуальные импульсы, а подынтегральная функ-
ция 𝐹 (𝑝𝑖, 𝑝𝑓 , 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛) представляет собой произведение про-
пагаторов, по импульсам которых и проводится интегрирование,
и констант связи, соответствующих вершинным функциям диа-
граммы. Число интегрирований 𝑛 в выражении (0.1) равно числу
петель в диаграмме рассматриваемого процесса.

Поведение пропагаторов виртуальных части при больших зна-
чениях импульсов может привести к ультрафиолетовой расходи-
мости интегралов по этим импульсам. Действительно, при 𝑝 →
∞ поведение пропагатора в общем случае можно описать следу-
ющей функцией:

∫︁
𝑑𝑁𝑝

𝑝𝑎

(𝑝2)𝑏
=

∫︁
𝑑𝑁𝑝

𝑝2𝑏−𝑎
.

Отметим, что подынтегральное выражение имеет размерность𝐷,
называемую индексом сходимости:

𝐷 = dim

{︂
𝑑𝑁𝑝

𝑝2𝑏−𝑎

}︂
,

которая определяет поведение интеграла при больших импуль-
сах. Интеграл при 𝑝→∞ будет сходиться при условии 𝐷 < 0, в
противном случае интеграл расходится следующим образом:

∙ 𝐷 = 0: интеграл имеет вид
∫︀
𝑑𝑝/𝑝 и расходится логарифми-

чески;

∙ 𝐷 = 1: интеграл имеет вид
∫︀
𝑑𝑝 и расходится линейно;

∙ 𝐷 = 2: интеграл имеет вид
∫︀
𝑝 𝑑𝑝 и расходится квадратично

и т. д.

В случае возникновения подобного рода интегралов матрич-
ный элемент процесса, а значит, и значение соответствующей
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ему наблюдаемой величины могут оказаться расходящимися, т. е.
несуществующими, в силу недостаточно быстрого убывания под-
ынтегрального выражения при больших значениях виртуальных
импульсов, или, другими словами, бесконечно большого вклада
малых расстояний. Ультрафиолетовые расходимости являются
типичными для матричных элементов квантовой теории поля,
вычисляемых в высших порядках теории возмущений.

Однако вероятности и сечения реальных процессов в физи-
ке частиц, которые измеряются в эксперименте, имеют конечные
значения, это указывает на то, что после вычисления измеряе-
мой характеристики процесса бесконечности в ней быть не долж-
но. Для устранения расходимостей используют вспомогательную
процедуру регуляризации расходящихся интегралов, которая де-
лает промежуточные вычисления конечными. Физиками исполь-
зуется несколько видов регуляризации. В данном пособии для вы-
числения проблемных интегралов будет использован метод раз-
мерной регуляризации, который состоит в том, что интеграл по
четырехмерному пространтству импульсов виртуальных частиц
формально заменяется интегралом по пространству прозвольной
размерности 𝑁 = 4 − 2𝜀. Параметр 𝜀 считается малым и по-
ложительно определенным и в конце вычисления он полагается
равным нулю, а вычисляемое выражение при этом стремится к
конечному значению. Процедуру устранения таких расходимо-
стей в процессе вычисления и введения физических квантовых
полей с конечным набором физически измеряемых характери-
стик и называют перенормировкой квантовой теории. Квантовая
электродинамика –— перенормируемая теория.

Далее будут рассмотрены некоторые общие вопросы, знание
которых необходимо для математического построения теории пе-
ренормировок и вычисления радиационных поправок.

Естественная система единиц

В пособии используется естественная система единиц (далее
– ЕСЕ), в которой такие фундаментальные константы, как ско-
рость света 𝑐 и постоянная Планка ~, выбираются в качестве мас-
штаба физических величин и, следовательно, полагаются равны-
ми единице, 𝑐 = ~ = 1. ЕСЕ является удобной в теоретической
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физике, так как при расчётах в этой системе формулы не загро-
мождаются постоянной Планка и скоростью света, а размерности
основных физических величин могут быть сведены к одной раз-
мерности, например к размерности массы.

Проверим это утверждение. Единицами измерения основных
физических величин в системе СГС являются:

∙ единица измерения массы [𝑚] = грамм

∙ единица измерения длины [𝑙] = сантиметр

∙ единица измерения времени [𝑡]= секунда

и размерность любой физической величины A может быть выра-
жена через эти основные величины. Например, для размерностей
энергии 𝐸 и силы 𝐹 в системе СГС получаем:

[𝐸] = эрг = г · см2 · 𝑐−2, [𝐹 ] = дина = г · см · 𝑐−2.
В обозначениях основных физических величин размерность

произвольной физической величины 𝐴 имеет вид:

[𝐴] = [𝑚𝛼 𝑙𝛽 𝑡𝛾], (0.2)

где 𝛼, 𝛽 и 𝛾 – вещественные числа.
Домножим слева и справа равенство (0.2) на произведение

[~𝑎 𝑐𝑏[:
[𝐴 ~𝑎 𝑐𝑏] = [𝑚𝛼+𝑎 𝑙𝛽+2𝑎+𝑏 𝑡𝛾−𝑎−𝑏],

где в правой части равенства учтено, что размерности постоян-
ной Планка и скорости света в системе СГС выражаются через
размерности основных величин следующим образом:

[~] = [𝑚 𝑙2 𝑡−1], [𝑐] = [𝑙 𝑡−1].

Поскольку произведение ~𝑎 𝑐𝑏 в ЕСЕ равно 1, то, чтобы свести
размерность величины A в ЕСЕ к размерности массы, необходи-
мо выполнение следующих условий:

{︂
𝛽 + 2𝑎+ 𝑏 = 0
𝛾 − 𝑎− 𝑏 = 0

или

{︂
𝑎 = −(𝛽 + 𝛾)
𝑏 = 𝛽 + 2𝛾,

откуда следует, что

[𝐴 ~−(𝛽+𝛾) 𝑐𝛽+2𝛾] = 𝑚𝛼−𝛽−𝛾. (0.3)

8



Учитывая, что в ЕСЕ постоянная Планка и скорость света
равны единице ~ = 𝑐 = 1, а значит, и

~−(𝛽+𝛾) 𝑐𝛽+2𝛾 = 1,

получаем, что размерность величины 𝐴 в ЕСЕ, выраженная в
массах, определяется выражением:

[𝐴]ЕСЕ = [𝑚𝛼−𝛽−𝛾]. (0.4)

Используя (0.2) и (0.4), выразим размерности некоторых фи-
зических величин в ЕСЕ через размерность массы:

∙ длина: [𝑙] = [𝑚0 𝑙1 𝑡0] = [𝑚−1], (𝛼 = 0, 𝛽 = 1, 𝛾 = 0)

∙ время: [𝑡] = [𝑚0 𝑙0 𝑡1] = [𝑚−1], (𝛼 = 0, 𝛽 = 0, 𝛾 = 1)

∙ энергия: [𝐸] = [𝑚1 𝑙2 𝑡−2] = [𝑚], (𝛼 = 1, 𝛽 = 2, 𝛾 = −2)

∙ импульс: [𝑝] = [𝑚1 𝑙1 𝑡−1] = [𝑚], (𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = −1)

∙ сила: [𝐹 ] = [𝑚1 𝑙1 𝑡−2] = [𝑚2], (𝛼 = 1, 𝛽 = 1, 𝛾 = −2)

∙ давление: [𝑃 ] = [𝑚1 𝑙−1 𝑡−2] = [𝑚4], (𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛾 =
−2) и т. д.

Для возврата в систему СГС необходимо результат, получен-
ный в ЕСЕ, умножить на обратный фактор из (0.3), равный
~(𝛽+𝛾) 𝑐−(𝛽+2𝛾). При этом выражение для физической величины
𝐴 в этой системе будет иметь вид:

𝐴 = ~(𝛽+𝛾) 𝑐−(𝛽+2𝛾)𝐴ЕСЕ. (0.5)

Из (0.5) для основных физических величин получаем связь
между системой СГС и ЕСЕ в виде:

∙ длина: 𝑙 = ~ 𝑐−1 · 𝑙ЕСЕ
∙ время: 𝑡 = ~ 𝑐−2 · 𝑡ЕСЕ
∙ энергия: 𝐸 = 𝑐2 · 𝐸ЕСЕ
∙ импульс: 𝑝 = 𝑐 · 𝑝ЕСЕ
∙ сила: 𝐹 = ~−1 𝑐3 · 𝐹ЕСЕ
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∙ давление: 𝑃 = ~−3 𝑐5 · 𝑃ЕСЕ
Результаты вычислений в квантовой электродинамике удоб-

но нормировать на массу электрона, и в этом случае для пе-
ревода численных результатов, полученных в ЕСЕ, к обычным
размерностям достаточно вычислить переходные коэффициенты
для каждой величины, используя значения:

𝑚𝑒 ≃ 9, 11 · 10−28 г, ~ ≃ 10−27 эрг · с, 𝑐 = 3 · 1010 см/с.

В частности, для длины и времени получаем следующие ко-
эффициенты:

∙ длина: [𝑙] = 1
𝑚𝑒

= ~
𝑚𝑒 𝑐
≃ 3, 86 · 10−11 см

∙ время: [𝑡] = 1
𝑚𝑒

= ~
𝑚𝑒 𝑐2
≃ 1, 29 · 10−21 с.

Используя вышеизложенное, легко найти коэффициенты пе-
рехода из ЕСЕ в систему СГС для любых физических величин.

4-векторы и матрицы Дирака

Все четырехмерные обозначения используются в Фейнманов-
ской метрике, когда скалярное произведение 4-векторов имеет
вид: 𝐴𝜇𝐵

𝜇 = 𝐴𝜇 𝑔𝜇𝜈 𝐵
𝜈 = 𝐴0𝐵0 − 𝐴⃗𝐵⃗, что соответствует метри-

ческому тензору:

𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎠ . (0.6)

Далее у 4-векторов индексы будут выписываться на одной вы-
соте (внизу) и, только когда будет необходимо перейти к трех-
мерным обозначениям, немые индексы будут «разведены» на
разные высоты.

При вычислениях нам потребуются матрицы Дирака 𝛾𝜇, ко-
торые будем использовать в стандартном представлении:

𝛾0 =

(︂
𝐼 𝑂
𝑂 −𝐼

)︂
, 𝛾⃗ =

(︂
𝑂 𝜎⃗
−𝜎⃗ 𝑂

)︂
, (0.7)
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где 𝜎⃗ – матрицы Паули, 𝑂 и 𝐼 – матрицы размерности (2× 2):

𝑂 =

(︂
0 0
0 0

)︂
, 𝐼 =

(︂
1 0
0 1

)︂
.

Правила работы с этими матрицами определяются перестано-
вочными соотношениями:

𝛾𝜇 𝛾𝜈 + 𝛾𝜈 𝛾𝜇 = 2 𝑔𝜇𝜈, (0.8)

с помощью которых можно редуцировать число матриц в произ-
ведениях:

𝛾𝜇 𝛾𝜇 = 4,

𝛾𝜇 𝛾𝜈 𝛾𝜇 = −2 𝛾𝜈,
𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜇 = 4 𝑔𝜈𝜌, (0.9)

𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜎 𝛾𝜇 = −2 𝛾𝜎 𝛾𝜌 𝛾𝜈,
𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜎 𝛾𝜏 𝛾𝜇 = 2

(︀
𝛾𝜈 𝛾𝜏 𝛾𝜎 𝛾𝜌 + 𝛾𝜌 𝛾𝜎 𝛾𝜏 𝛾𝜈

)︀
.

Введём матрицу 𝛾5 вида:

𝛾5 = −𝑖 𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 =
(︂

0 −𝐼
−𝐼 0

)︂
, (𝛾5)

2 = 𝐼, (0.10)

которая антикоммутирует с любой из матриц Дирака:

{𝛾𝜇, 𝛾5} = 𝛾𝜇 𝛾5 + 𝛾5 𝛾𝜇 = 0.

Из определений (0.7) и (0.10) нетрудно заметить, что след каж-
дой из матриц Дирака, так же как и след матрицы 𝛾5, равен нулю:

𝑆𝑝 (𝛾𝜇) = 0, 𝑆𝑝 (𝛾5) = 0.

Используя перестановочные соотношения (0.8), нетрудно по-
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лучить выражения, определяющие следы от произведений 𝛾-матриц:

𝑆𝑝
(︀
𝛾𝜇 𝛾𝜈

)︀
= 4 𝑔𝜇𝜈,

𝑆𝑝
(︀
𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜎

)︀
= 4

(︀
𝑔𝜇𝜈 𝑔𝜌𝜎 + 𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜈𝜌 − 𝑔𝜇𝜌 𝑔𝜈𝜎

)︀
,

𝑆𝑝
(︀
𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜎 𝛾5

)︀
= 4𝑖𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎, (0.11)

𝑆𝑝
(︀
𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜎 𝛾𝛼 𝛾𝛽

)︀
= 𝑔𝜇𝜈 𝑆𝑝(𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝛼𝛾𝛽)−
− 𝑔𝜇𝜌 𝑆𝑝(𝛾𝜈𝛾𝜎𝛾𝛼𝛾𝛽) + 𝑔𝜇𝜎 𝑆𝑝(𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝛼𝛾𝛽)−
− 𝑔𝜇𝛼 𝑆𝑝(𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝛽) + 𝑔𝜇𝛽 𝑆𝑝(𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎𝛾𝛼),

𝑆𝑝
(︀
𝛾𝜇 𝛾𝜈𝛾𝜌 𝛾𝜎 𝛾𝛼 𝛾𝛽 𝛾5

)︀
= −4𝑖

(︀
𝜀𝜇𝜈𝜌𝛼 𝑔𝜎𝛽 − 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎 𝑔𝛼𝛽 − 𝜀𝜇𝜈𝜌𝛽 𝑔𝜎𝛼 −

− 𝜀𝜇𝜈𝜎𝛼 𝑔𝜌𝛽 + 𝜀𝜇𝜈𝜎𝛽 𝑔𝜌𝛼 − 𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽 𝑔𝜌𝜎 + 𝜀𝜇𝜌𝜎𝛼 𝑔𝜈𝛽 −
− 𝜀𝜇𝜌𝜎𝛽 𝑔𝜈𝛼 + 𝜀𝜇𝜌𝛼𝛽 𝑔𝜈𝜎 − 𝜀𝜇𝜎𝛼𝛽 𝑔𝜈𝜌 − 𝜀𝜈𝜌𝜎𝛼 𝑔𝜇𝛽 +
+ 𝜀𝜈𝜌𝜎𝛽 𝑔𝜇𝛼 − 𝜀𝜈𝜌𝛼𝛽 𝑔𝜇𝜎 + 𝜀𝜈𝜎𝛼𝛽 𝑔𝜇𝜌 − 𝜀𝜌𝜎𝛼𝛽 𝑔𝜇𝜈

)︀
.

След от произведения нечетного числа матриц Дирака равен
нулю.

Операторы полей и пропагаторы

Все операторы полей могут быть представлены в виде разло-
жения по плоским волнам:

Ψ(𝑥) =
∑︁

𝑝,𝜆

1√
2𝐸𝑉

(︁
𝑎̂𝑝,𝜆 𝑓𝑝,𝜆 𝑒

−𝑖(𝑝𝑥) + 𝑏̂+𝑝,𝜆 𝑓−𝑝,𝜆 𝑒
𝑖(𝑝𝑥)
)︁
. (0.12)

Здесь 𝑝 = (𝐸, 𝑝) – 4-вектор энергии-импульса, 𝜆 – поляризация,
𝑓𝑝,𝜆 – спиральная амплитуда в импульсном представлении, 𝑎̂𝑝,𝜆 –
оператор уничтожения частицы с импульсом 𝑝 и поляризацией
𝜆, 𝑏̂+𝑝,𝜆 – оператор рождения античастицы с импульсом 𝑝 и поля-
ризацией 𝜆, 𝑉 – нормировочный объем.

Амплитуды 𝑓𝑝,𝜆 для полей с различным значением спина 𝑆
имеют следующий вид:

1. Скалярное и псевдоскалярное поля (𝑆 = 0):

𝑓𝑝,𝜆 = 1. (0.13)

2. Спинорное поле (𝑆 = 1/2):

𝑓𝑝,𝜆 = 𝑢𝜆(𝑝) =

(︃ √
𝐸 +𝑚 𝜙𝜆

√
𝐸 −𝑚 (𝜎⃗ · 𝑛⃗) 𝜙𝜆

)︃
, (0.14)
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где 𝑛⃗ – единичный вектор в направлении движения частицы, 𝑛⃗ =
𝑝/|𝑝 |.

В случае если биспинорная амплитуда 𝑢𝜆(𝑝) является соб-
ственной функцией оператора проекции спина на направление
движения

(Σ⃗ · 𝑛⃗)𝑢𝜆(𝑝) = 𝜆𝑢𝜆(𝑝), 𝜆 = ±1,
где

Σ⃗ =

(︃
𝜎⃗ 𝑂

𝑂 𝜎⃗

)︃
,

то она может быть приведена к виду:

𝑓𝑝,𝜆 = 𝑢𝜆(𝑝) =

(︃ √
𝐸 +𝑚 𝜙𝜆

𝜆
√
𝐸 −𝑚𝜙𝜆

)︃
. (0.15)

3. Массивные векторные и аксиально-векторные поля (𝑆 = 1):

𝑓𝑝,𝜆 = 𝜀𝜆𝜇 =

(︂
𝜀⃗𝜆 · 𝑝
𝑚

, 𝜀⃗𝜆 +
𝑝(𝜀⃗𝜆 · 𝑝)
𝑚(𝐸 +𝑚)

)︂
, (0.16)

где𝑚 – масса частицы, 𝜀⃗𝜆 – собственные векторы оператора про-
екции спина на произвольное направление, задаваемое вектором
𝑛⃗: (︀

𝑆⃗ · 𝑛⃗
)︀
𝜀⃗𝜆 = 𝜆 𝜀⃗𝜆. (0.17)

Выбирая оператор спина в виде:

𝑆⃗ = −𝑖

⎛
⎝
⎛
⎝

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎞
⎠ ,

⎛
⎝

0 1 0
−1 0 0
0 0 0

⎞
⎠
⎞
⎠ ,

из уравнения (0.17) находим собственные значения 𝜆 = 0,±1 и
соответствующие им собственные векторы 𝜀⃗𝜆:

𝜀⃗ ±1 =
1√
2

(︀
cos 𝜃 cos𝜙∓ 𝑖 sin𝜙, cos 𝜃 sin𝜙± 𝑖 cos𝜙, − sin 𝜃

)︀
,

𝜀⃗ 0 = (sin 𝜃 cos𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos 𝜃).

При вычислениях потребуются также пропагаторы полей, ко-
торые можно представить в виде четырехкратного интеграла Фу-
рье:

𝐷(𝑥) =
1

(2𝜋)4

∫︁
𝐷(𝑝) 𝑒−𝑖(𝑝𝑥) 𝑑4𝑝, (0.18)
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где 𝐷(𝑝) – Фурье-образ пропагатора поля, который в общем слу-
чае можно записать в следующей форме:

𝐷(𝑝) =
𝑖 𝜌(𝑝)

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖𝑂
. (0.19)

Здесь 𝜌(𝑝) – матрица плотности частицы с определённым значе-
нием импульса, просуммированная по поляризациям. Для частиц
с разным спином матрица плотности имеет следующий вид:

1. Скалярное и псевдоскалярные поля (𝑆 = 0):

𝜌(𝑝) = 1. (0.20)

2. Спинорное поле (𝑆 = 1/2):

𝜌(𝑝) =
∑︁

𝜆

𝑢𝜆(𝑝) 𝑢̄𝜆(𝑝) = 𝑝+𝑚, 𝜆 = ±1. (0.21)

Здесь и далее знак оператора над 4-вектором обозначает 4-произ-
ведение этого вектора с матрицами 𝛾𝜇:

𝑝 = 𝛾𝜇 𝑝𝜇 = (𝛾 𝑝).

3. Массивные векторное и аксиально-векторное поля (𝑆 = 1):

𝜌(𝑝) =
∑︁

𝜆

𝜀𝜆𝜇 𝜀
𝜆*
𝜇 = −

(︁
𝑔𝜇𝜈 −

𝑝𝜇 𝑝𝜈
𝑚2

)︁
, 𝜆 = ±1, 0 (0.22)

Оператор эволюции и правила вычисления вероятностей
процессов

Оператор эволюции 𝑆, определяющий переход полевого состо-
яния в момент времени при 𝑡 = −∞ в состояние при 𝑡 = +∞:

⃒⃒
Φ+∞ >= 𝑆

⃒⃒
Φ−∞ >,

можно записать в виде 𝑇 -произведения:

𝑆 = 𝑇 𝑒𝑖
∫︀
𝑑4𝑥𝐿𝑖𝑛𝑡(𝑥),

где 𝐿𝑖𝑛𝑡(𝑥) – лагранжиан взаимодействия полей, который в спи-
норной квантовой электродинамике имеет вид:

𝐿𝑒𝑚 = 𝑒 Ψ̄𝐴Ψ.
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Здесь 𝑒 – элементарный заряд в системе Хевисайда, когда 𝑒2 =
4𝜋𝛼, 𝛼 – постоянная тонкой структуры, Ψ – оператор электрон-
позитронного поля, 𝐴𝜇 – оператор электромагнитного поля.

Матричный элемент этой 𝑆-матрицы определяет переход из
некоторого начального состояния 𝑖 в конечное состояние 𝑓 . Если
взаимодействия нет, то 𝑆-матрица является единичной матрицей:
каждое состояние переходит само в себя.

Инвариантная амплитуда перехода𝑀𝑖𝑓 связана с 𝑆-матричным
элементом по правилу:

< 𝑓
⃒⃒
𝑆
⃒⃒
𝑖 >≡ 𝑆𝑖𝑓 =

𝑖 (2𝜋)4 𝛿4(𝑝𝑖 − 𝑝𝑓)∏︀
𝑖

√
2𝐸𝑖𝑉

∏︀
𝑓

√︀
2𝐸𝑓𝑉

𝑀𝑖𝑓 , (0.23)

где 𝑝𝑖 и 𝑝𝑓 – 4-импульсы начального и конечного состояний соот-
ветственно, произведения в знаменателе берутся по всем части-
цам начального 𝑖 и конечного 𝑓 состояний.

Через инвариантную амплитуду выражаюся дифференциаль-
ная вероятность перехода из начального состояния 𝑖 в группу
конечных состояний 𝑓 :

𝑑𝑊𝑖𝑓 =
(2𝜋)4 |𝑀𝑖𝑓 |2𝑑Φ

2𝐸𝑖
(0.24)

и сечение рассеяния:

𝑑𝜎 =
(2𝜋)4 |𝑀𝑖𝑓 |2𝑑Φ√︀
(𝑝1𝑝2)2 −𝑚2

1𝑚
2
2

, (0.25)

где 𝑑Φ – элемент фазового объема:

𝑑Φ = 𝛿4(𝑝𝑖 − 𝑝𝑓)
𝑛∏︁

𝑓=1

𝑑3 𝑝𝑓
2𝐸𝑓 (2𝜋)3

. (0.26)

Здесь 𝑛 – количество частиц в конечном состоянии.
Из формул (0.24) и (0.25) видно, что помимо квадрата ам-

плитуды величину вероятности и сечения рассеяния определяет
фазовый объем:

Φ =

∫︁
𝛿4(𝑝𝑖 − 𝑝𝑓)

𝑛∏︁

𝑓=1

𝑑3 𝑝𝑓
2𝐸𝑓 (2𝜋)3

. (0.27)
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Следует отметить, что фазовый объем является релятивист-
ским инвариантом и вычислять его можно в любой системе от-
счёта. Например, найдем двухчастичный фазовый объем, когда
в конечном состоянии две частицы с одинаковыми массами. Та-
кой объем легко вычисляется в системе, где 4-вектор импульса
начальных частиц имеет вид 𝑝𝜇𝑖 = (𝑝0𝑖 , 0⃗). В этом случае

Φ =
𝛿(𝑝0𝑖 − 𝐸1 − 𝐸2) 𝛿(𝑝1 + 𝑝2)

(2𝜋)6 4𝐸1𝐸2
𝑑3𝑝1 𝑑

3𝑝2 = (0.28)

=
4𝜋

(2𝜋)6

∫︁
𝛿(𝑝0𝑖 − 2𝐸1)

4𝐸1
𝑝1 𝑑𝐸1 =

1

4(2𝜋)5

√︃
1− 4𝑚2

𝑝2𝑖
,

где 𝑚 – масса частиц в конечном состоянии, а 𝑝2𝑖 = (𝑝0𝑖 )
2 − 0⃗2 –

релятивистский квадрат суммарного 4-импульса начальных час-
тиц.

Элемент телесного угла и полный телесный угол
в 𝑛-мерном евклидовом пространстве

Для того чтобы найти элемент телесного угла и полный телес-
ный угол в 𝑛-мерном евклидовом пространстве, cначала рассмот-
рим сферическую систему координат в 4-мерном пространстве, а
затем обобщим полученный результат на n-мерную систему ко-
ординат.

Рассмотрим точку𝑀 в 4-мерном пространстве, положение ко-
торой определяется декартовыми координатами 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4
(рис. 1). Точка 𝑀 ′ на рис. 1 соответствует проекции точки 𝑀 на
трёхмерное пространство, 𝑅 – расстояние от точки 𝑀 до начала
системы координат, 𝑅⊥ имеет смысл модуля радиус-вектора про-
екции точки 𝑀 на трёхмерное пространство, то есть определяет
расстояние от точки 𝑀 ′ до начала системы координат.

Для построения сферической системы координат проведём плос-
кость через радиус-вектор точки 𝑀 и ось 𝑂𝑥4, угол между осью
𝑂𝑥4 и радиус-вектором обозначим как 𝜃2. В этом случае проекции
радиус-вектора R на ось 𝑂𝑥4 и на трёхмерную систему координат
будут определяться выражениями:

𝑥4 = 𝑅 cos 𝜃2,

𝑅⊥ = 𝑅 sin 𝜃2.
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Рис. 1. Точка 𝑀(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) в 4-мерном пространстве: на рис. 1(а) изоб-
ражены проекции точки М на ось 𝑂𝑥4 и на 3-мерное пространство (точка
𝑀 ′), на рис.1(b) – точка 𝑀 ′ в 3-мерной системе координат

Заметим, чтобы охватить все точки 4-й оси, необходимо, чтобы
0 ≤ 𝑅 ≤ ∞, а 0 ≤ 𝜃2 ≤ 𝜋.

Координаты 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 будут иметь следующий вид:

𝑥3 = 𝑅⊥ cos 𝜃1 = 𝑅 sin 𝜃2 cos 𝜃1,

𝑥2 = 𝑅⊥ sin 𝜃1 sin𝜙 = 𝑅 sin 𝜃2 sin 𝜃1 sin𝜙,

𝑥1 = 𝑅⊥ sin 𝜃1 cos𝜙 = 𝑅 sin 𝜃2 sin 𝜃1 cos𝜙,

где 𝜃1 и 𝜙 – углы сферической системы координат, построенной
на базе декартовой системы координат 3-мерного пространства.

Для построения сферической системы координат в 𝑛-мерном
пространстве, где 𝑛 – целое положительное число, необходимо
выполнить вышеописанные действия, начиная с выбора 𝑛-й оси
и построения плоскости через радиус-вектор точки M и данную
ось 0𝑥𝑛. При этом

𝑥𝑛 = 𝑅 cos 𝜃𝑛−2,

𝑅⊥ = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2,

где 𝑅 – расстояние от точки 𝑀 до начала координат, которое
выберем в качестве радиальной координаты, 𝜃𝑛−2 – угол меж-
ду осью 0𝑥𝑛 и радиус-вектором, 𝑅⊥ – проекция радиуса-вектора
точки M на пространство (𝑛−1) измерения, причём 0 ≤ 𝑅 ≤ ∞,
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а 0 ≤ 𝜃𝑛−2 ≤ 𝜋. Продолжая такого рода построения, в конце кон-
цов, найдем проекцию точки на пространство размерности 𝑛 = 2,
то есть на плоскость. В итоге получим следующую связь декар-
товых и сферических координат:

𝑥𝑛 = 𝑅 cos 𝜃𝑛−2, (0.29)

𝑥𝑛−1 = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2 cos 𝜃𝑛−3,

𝑥𝑛−2 = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2 sin 𝜃𝑛−3 cos 𝜃𝑛−4,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑥3 = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2 sin 𝜃𝑛−3 . . . sin 𝜃2 cos 𝜃1,

𝑥2 = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2 sin 𝜃𝑛−3 . . . sin 𝜃2 sin 𝜃1 sin𝜙,

𝑥1 = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2 sin 𝜃𝑛−3 . . . sin 𝜃2 sin 𝜃1 cos𝜙,

где все углы 𝜃𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑛−2) меняются в пределах 0 ≤ 𝜃𝛼 ≤
𝜋, а угол 𝜙 выделен как полярный и меняется в пределах 0 ≤ 𝜙 ≤
2𝜋. Выражения (0.29) представляют собой правила перехода от
сферических координат к декартовым.

Элемент объема в сферической системе координат находим по
общим правилам:

𝑑𝑛𝑉 = |𝐽 | 𝑑𝑅
(︃

𝑛−2∏︁

𝛼=1

𝑑𝜃𝛼

)︃
𝑑𝜙, (0.30)

где 𝐽 – якобиан перехода от декартовых координат к сфериче-
ским, который представляет собой определитель матрицы (𝑛×𝑛):

𝐽 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝜕(𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛)

𝜕(𝑅𝜙𝜃1 . . . 𝜃𝑛−2)

⃦⃦
⃦⃦ . (0.31)

Однако непосредственное вычисление определителя в общем слу-
чае хотя и возможно, но очень громоздко. Легче воспользоваться
более простым способом его вычисления по индукции. Действи-
тельно, допустим, мы имеем выражение для сферического эле-
мента объёма в пространстве (𝑛 − 1) измерения. Используя его,
попытаемся построить сферический элемент в пространстве 𝑛 из-
мерений. Для этого дополним (𝑛−1)-мерную сферическую систе-
му координат декартовой осью (ось 0𝑥𝑛), получив таким образом
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цилиндрическую систему координат типа 𝑥𝑛𝑅⊥ 𝜃𝑛−3 𝜃𝑛−4 𝜃1 𝜙. При-
чём𝑅⊥ приобретает смысл величины проекции точки M 𝑛-мерного
пространства в пространстве (𝑛−1)-измерения. Теперь перейдём
к 𝑛-мерной сферической системе:

𝑥𝑛 = 𝑅 cos 𝜃𝑛−2, (0.32)

𝑅⊥ = 𝑅 sin 𝜃𝑛−2,

𝐽 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝜕(𝑥𝑛𝑅⊥)
𝜕(𝑅𝜃𝑛−2)

⃦⃦
⃦⃦ =

⃦⃦
⃦⃦ cos 𝜃𝑛−2 −𝑅 sin 𝜃𝑛−2
sin 𝜃𝑛−2 𝑅 cos 𝜃𝑛−2

⃦⃦
⃦⃦ = 𝑅.

Далее определим элемент объёма в сферической системе в слу-
чае (𝑛− 1) измерения:

𝑑𝑛−1 𝑉 = 𝑅𝑛−2
⊥ 𝑑𝑅⊥ 𝑑Ω

(𝑛−1), (0.33)

где 𝑑Ω(𝑛−1) – (𝑛− 1)-мерный элемент телесного угла, явный вид
которого через углы и требуется найти. Согласно преобразова-
нию (0.31) находим

𝑑𝑥𝑛𝑑
𝑛−1𝑉 = 𝑑𝑥𝑛𝑑𝑅⊥𝑅

𝑛−2
⊥ 𝑑Ω(𝑛−1) = 𝑅𝑑𝑅 𝑑𝜃𝑛−2𝑅

𝑛−2
⊥ 𝑑Ω(𝑛−1) =

= 𝑅𝑛−1𝑑𝑅(sin 𝜃𝑛−2)
𝑛−2 𝑑𝜃𝑛−2 𝑑Ω

(𝑛−1) = 𝑅𝑛−1𝑑𝑅 𝑑Ω(𝑛).

Отсюда получаем рекуррентную связь:

𝑑Ω(𝑛) = (sin 𝜃𝑛−2)
𝑛−2 𝑑𝜃𝑛−2 𝑑Ω

(𝑛−1). (0.34)

Для пространства трёх измерений элемент телесного угла 𝑑Ω(3)

хорошо известен:
𝑑Ω(3) = sin 𝜃1 𝑑𝜃1 𝑑𝜙.

Используя (0.34), можно последовательно найти 𝑑Ω(4), 𝑑Ω(5) и
так до 𝑑Ω(𝑛). В результате получим следующее выражение:

𝑑Ω(𝑛) = 𝑑𝜙
𝑛−2∏︁

𝛼=1

(sin 𝜃𝛼)
𝛼 𝑑𝜃𝛼. (0.35)

Интегрируя по всем углам, получим полный телесный угол
Ω(𝑛):

Ω(𝑛) =

2𝜋∫︁

0

𝑑𝜙
𝑛−2∏︁

𝛼=1

𝜋∫︁

0

𝑑𝜃𝛼 (sin 𝜃𝛼)
𝛼 = 2

𝜋𝑛/2

Γ(𝑛2 )
, (0.36)
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где Γ(𝑥) – гамма-функция. Используя свойства гамма-функции:

Γ(𝑥+ 1) = 𝑥Γ(𝑥), Γ(𝑛) = (𝑛− 1)!, Γ

(︂
1

2

)︂
=
√
𝜋,

находим ряд значений полного телесного угла для следующих 𝑛:

𝑛 = 2, 𝑑Ω(2) =
2𝜋

Γ(1)
= 2𝜋,

𝑛 = 3, 𝑑Ω(3) =
3𝜋

Γ(3/2)
= 4𝜋,

𝑛 = 4, 𝑑Ω(4) =
2𝜋2

Γ(2)
= 2𝜋2,

𝑛 = 5, 𝑑Ω(5) =
2𝜋5/2

Γ(5/2)
=

8𝜋2

3
.

Задания с решением

Задание 1. Найти коэффициент перехода из естественной си-
стемы единиц в СГС для плотности потерь энергии в единицу
времени 𝜀̇.

Решение

Найдем размерность данной физической величины в естествен-
ной системе единиц, для чего сначала приведем ее к размерно-
стям основных физических величин системы СГС:

[𝜀̇] =
эрг

см3 · c =
г · см2

см3 · с3 = г · см−1 · с−3. (0.37)

Сравнивая результат (0.37) c (0.2), находим значения парамет-
ров 𝛼, 𝛽, 𝛾:

𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛾 = −3,
что согласно (0.4) соответствует размерности массы в пятой сте-
пени:

[𝜀̇ECE] = [𝑚5].

Коэффициент для перехода из естественной системы единиц
в СГС находим, используя соотношение (0.5):

𝜀̇ = ~−4 𝑐7 · 𝜀ЕСЕ.
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В случае вычисления плотности потерь энергии в терминах
массы электрона численный коэффициент для перехода в систе-
му СГС определяется выражением:

𝑚5
𝑒 =

𝑚5
𝑒 𝑐

7

~4
эрг · см3

с
,

что приводит к следующему результату:

𝑚5
𝑒 = 1, 1 · 1046 эрг · см

3

с
.

Задание 2. Записать условие унитарности 𝑆-оператора через
инвариантные амплитуды.

Решение

Условие унитарности 𝑆-оператора имеет вид 𝑆+𝑆 = 1. Введём
оператор перехода 𝑇 , так что

𝑆 = 1 + 𝑖 𝑇, 𝑆+ = 1− 𝑖𝑇+.

Тогда условие унитарности в терминах оператора T примет вид:

𝑇 − 𝑇+ = 𝑖 𝑇+ 𝑇. (0.38)

Взяв выражение (0.38) в обкладках между начальным |𝑖 > и
конечным < 𝑓 | векторами состояний и используя условие полно-
ты набора состояний

∑︀
𝑛
|𝑛 >< 𝑛| = 1 и определение эрмитового

сопряжения:

< Φ1|𝐴+|Φ2 >=< Φ2|𝐴|Φ1 >
*,

получим:

𝑇𝑖𝑓 − 𝑇 *𝑓𝑖 = 𝑖
∑︁

𝑛

𝑇𝑖𝑛 𝑇
*
𝑓𝑛, (0.39)

Определение (0.23) позволяет переписать выражение (0.39) в
терминах инвариантных амплитуд:

𝑀𝑖𝑓 −𝑀 *
𝑓𝑖 = (0.40)

= 𝑖 (2𝜋)4
∑︁

𝑛

∫︁ ∏︁

𝑛

𝑑3𝑝𝑛
2𝐸𝑛(2𝜋)3

𝑀𝑖𝑛𝑀
*
𝑓𝑛 𝛿

4(𝑃𝑖 − 𝑃𝑛).
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В этом представлении учтено правило суммирования по им-
пульсам частиц, определяющих число состояний в элементе 𝑑3𝑝:

∑︁

𝑝𝑛

=⇒
∫︁ ∏︁

𝑛

𝑑3𝑝𝑛 𝑉

(2𝜋)3
.

Оставшаяся в (0.40) сумма по 𝑛 обозначает суммирование по
поляризациям и числу частиц в промежуточном состоянии.

Задание 3. Найти связь между мнимой частью амплитуды
упругого рассеяния вперед и полным сечением рассеяния из за-
данного начального состояния (оптическая теорема).

Решение

Упругое рассеяние означает реакцию типа 𝑎 + 𝑏 → 𝑎 + 𝑏, ко-
гда сорт частиц в начальном и конечном состояниях совпадает.
Рассеяние вперед соответствует процессу, когда угол рассеяния
стремится к нулю. При этом полевой вектор конечного состояния
|𝑓 > стремится к полевому вектору начального состояния |𝑖 >.
В этом случае условие унитарности (0.40) можно переписать в
виде:

2 Im𝑀𝑖𝑖(0) = (2𝜋)4
∑︁

𝑛

∫︁
|𝑀𝑖𝑛|2 𝛿4(𝑃𝑖−𝑃𝑛)

∏︁

𝑛

𝑑3𝑝𝑛
2𝐸𝑛 (2𝜋)3

. (0.41)

Используя определение сечения рассеяния через инвариант-
ную амплитуду (0.25), можно получить для мнимой части ам-
плитуды упругого рассеяния вперёд следующее выражение:

2 Im𝑀𝑖𝑖(0) = 4
√︁

(𝑝1𝑝2)2 −𝑚2
1𝑚

2
2 𝜎𝑡𝑜𝑡, 𝜎𝑡𝑜𝑡 =

∑︁

𝑛

𝜎𝑖𝑛, (0.42)

где 𝑝1, 𝑝2,𝑚1,𝑚2 – 4-импульсы и массы начальных частиц, а 𝜎𝑡𝑜𝑡
– полное сечение рассеяния процесса 𝑎 + 𝑏 → 𝑎 + 𝑏, просумми-
рованное по всем каналам реакции. Следует отметить, что пра-
вая часть выражения (0.42) безразмерна, так как [𝜎𝑡𝑜𝑡] = см2 =
[1/𝑚2], следовательно, амплитуда любого упругого процесса рас-
сеяния безразмерна. Используя понятие кроссинг-симметрии, мож-
но показать, что не только амплитуда рассеяния, но и амплитуда
любой реакции, в которой участвуют четыре частицы (четырех-
хвостка), безразмерна.
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Задание 4. Доказать, что амплитуда процесса рассеяния, ко-
торый может происходить через одночастичное состояние, долж-
на иметь полюс, когда квадрат начального 4-импульса 𝑝𝑖 стре-
мится к квадрату массы промежуточной частицы.

Решение

Воспользуемся условием унитарности 𝑆-оператора в формуле
(0.40), где в правой части выделим явно одночастичное состоя-
ние:

𝑀𝑖𝑓 −𝑀 *
𝑓𝑖 = (0.43)

= 𝑖 (2𝜋)4
∑︁

𝑆𝑛

∫︁
𝑀𝑖𝑛𝑀

*
𝑓𝑛 𝛿

4(𝑃𝑖 − 𝑃𝑛)
𝑑3𝑝𝑛

2𝐸𝑛(2𝜋)3
+ · · · ,

где суммирование ведётся по спиновым состояниям, а многоточие
означает вклад от многочастичных промежуточных состояний.
Введём вспомогательную амплитуду:

←→
𝑀𝑖𝑓 =𝑀𝑖𝑓 +𝑀𝑓𝑖, (0.44)

представляющую собой сумму амплитуд прямого и обратного
процессов. Если к выражению (0.43) прибавить такое же с за-
меной начального и конечного состояний (𝑖↔ 𝑓), то получим:

2 Im (
←→
𝑀𝑖𝑓) = 2𝜋

∫︁
𝑑3𝑝𝑛
2𝐸𝑛

𝑅𝑖𝑓 𝛿
4(𝑃𝑖 − 𝑃𝑛) + · · · , (0.45)

где введена вещественная функция импульсов:

𝑅𝑖𝑓 =
∑︁

𝑆𝑛

(︀
𝑀𝑖𝑛𝑀

*
𝑓𝑛 +𝑀𝑓𝑛𝑀

*
𝑖𝑛

)︀
. (0.46)

Используя соотношение
∫︁
𝑑3𝑝

2𝐸
=

∫︁
𝑑4𝑝 𝛿(𝑝2 −𝑚2) 𝜃(𝑝0), (0.47)

где 𝜃(𝑝0) – функция Хевисайда, и интегрируя (0.45) по 𝑑4𝑝, по-
лучаем:

Im (
←→
𝑀𝑖𝑓) = 𝜋 𝛿(𝑃 2

𝑖 −𝑚2
𝑛)𝑅𝑖𝑓 + · · · , (0.48)

где многоточие соответствует вкладу многочаcтичных состояний.
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Воспользовавшись формулой

1

𝑥+ 𝑖𝑂
= P

(︂
1

𝑥

)︂
− 𝑖 𝜋 𝛿(𝑥),

можно заключить, что
←→
𝑀𝑖𝑓 как аналитическая функция 𝑝

2
𝑖 в пре-

деле 𝑝2𝑖 → 𝑚2
𝑛 имеет вид:

←→
𝑀𝑖𝑓 =

−𝑅𝑖𝑓

𝑃 2
𝑖 −𝑚2

𝑛 + 𝑖𝑜
+ · · · .

Так как из 𝑇 - и 𝑃 -инвариантности следует, что с точностью до
фазового множителя𝑀𝑖𝑓 =𝑀𝑖′𝑓 ′, где штрихи обозначают проти-

воположные знаки спиральности частиц, то не только
←→
𝑀𝑖𝑓 , но и

каждая из амплитуд 𝑀𝑖𝑓 и 𝑀𝑓𝑖 имеет полюс в пределе 𝑝
2
𝑖 → 𝑚2

𝑛.

Задание 5. Доказать возможнось параметризации вида:

1

𝑎1𝑎2𝑎3 . . . 𝑎𝑛
= (0.49)

= (𝑛− 1)!

1∫︁

0

𝑥𝑛−21 𝑑𝑥1 𝑥
𝑛−3
2 𝑑𝑥2 . . . 𝑥𝑛−2𝑑𝑥𝑛−2 𝑑𝑥𝑛−1

[𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1)]𝑛
,

где

𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1) = 𝑎1𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥1𝑥2 . . . (1− 𝑥𝑛−1) +
+ 𝑎3𝑥1𝑥2 . . . (1− 𝑥𝑛−2) + . . .+ 𝑎𝑛−1𝑥1(1− 𝑥2) + 𝑎𝑛(1− 𝑥1). (0.50)

Решение

Прежде всего заметим, что для 𝑛 = 2 выражение (0.49) легко
доказывается прямым интегрированием:

1

𝑎1𝑎2
=

1∫︁

0

𝑑𝑥1
[𝑎1𝑥1 + 𝑎2(1− 𝑥1)]2

. (0.51)

Дифференцируя (0.51) (𝑘 − 1) раз по 𝑎1 и (𝑙 − 1) раз по 𝑎2,
получим выражение более общего вида:

1

𝑎𝑘1𝑎
𝑙
2

=
(𝑘 + 𝑙 − 1)!

(𝑘 − 1)!(𝑙 − 1)!

1∫︁

0

𝑥𝑘−11 (1− 𝑥1)𝑙−1 𝑑𝑥1
[𝑎1𝑥1 + 𝑎2(1− 𝑥1)]𝑘+𝑙

. (0.52)
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Далее рассуждаем по индукции. Допустим, что выражение
(0.49) справедливо для случая (𝑛 − 1). Докажем, что оно будет
тогда справедливо и для 𝑛. Действительно, используя (0.49) для
(𝑛− 1) имеем:

1

𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1𝑎𝑛
= (𝑛− 2)!

1∫︁

0

𝑥𝑛−32 𝑑𝑥2 𝑥
𝑛−4
3 𝑑𝑥3 . . . 𝑑𝑥𝑛−1

[𝐴(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1)]𝑛−1 𝑎𝑛
, (0.53)

где
𝐴(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1)|𝑥1=1. (0.54)

Затем используем (0.52), полагая в нем 𝑎1 = 𝐴, 𝑎2 = 𝑎𝑛, 𝑘 =
𝑛− 1, 𝑙 = 1. В таких обозначениях равенство (0.52) примет вид:

1

[𝐴(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1)]𝑛−1 𝑎𝑛
= (0.55)

=
(𝑛− 1)!

(𝑛− 2)!(0)!

1∫︀
0

𝑥𝑛−21 𝑑𝑥1
[𝐴(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1) + 𝑎𝑛(1− 𝑥1)]𝑛

.

Нетрудно заметить в (0.50), что

𝐴(𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛−1)𝑥1 + 𝑎𝑛(1− 𝑥1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1). (0.56)

Таким образом, подставляя (0.56) в (0.55) и затем (0.55) в
(0.53), получим выражение (0.49) для случая 𝑛 = 1. Но, с дру-
гой стороны, для 𝑛 = 2 выражение (0.49) очевидно справедливо,
значит, оно справедливо при всех 𝑛, что и требовалось доказать.

Задание 6. Составить сводку интегралов в импульсном про-
странстве. Рассмотреть случай сходящихся и расходящихся ин-
тегралов.

Решение

Интегралы по Фурье-переменным имеют вид 4-кратных инте-
гралов от дробно-рациональных функций, возникающих как про-
изведение пропагаторов в диаграммах Фейнмана. Каждый про-
пагатор имеет знаменатель билинейного вида 𝑘2 − 2(𝑘𝑝) − 𝑙 от
Фурье-переменной 𝑘𝜇, представляющей собой 4-импульс в пет-
ле. С помощью фейнмановской параметризации, рассмотренной
в задании 5, произведение знаменателей также приводится к би-
линейной форме по переменной 𝑘𝜇, возведённой в соответству-
ющую степень. Таким образом, требуется вычислить интегралы
следующего вида:
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скалярный интеграл:

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑘/(2𝜋)4

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎 , (0.57)

векторный интеграл:

𝑉𝛼 =

∫︁
𝑘𝛼 𝑑

4𝑘/(2𝜋)4

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎 , (0.58)

тензорный интеграл:

𝑇𝛼𝛽 =

∫︁
𝑘𝛼 𝑘𝛽 𝑑

4𝑘/(2𝜋)4

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎 . (0.59)

Интегралы более высокого тензорного ранга встречаются редко.
Начнём вычисления с простейшего скалярного интеграла, за-

тем покажем, что он является производящим для интегралов век-
торного и тензорного типов. Прежде всего заметим, что для слу-
чая 𝑎 > 2 скалярный интеграл является сходящимся, поэтому
сначала рассмотрим именно этот случай. Далее, так как преде-
лы интегрирования по каждой компоненте 4-вектора 𝑘𝜇 равны
±∞, то можно сделать замену переменной 𝑘𝜇 → 𝑘𝜇 − 𝑝𝜇. После
такой замены подынтегральное выражение становится сфериче-
ски симметричным и естественно интегрирование проводить в
сферической системе координат:

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑘/(2𝜋)4

(𝑘2 − Λ)𝑎
, Λ = 𝑙 + 𝑝2. (0.60)

В этом выражении 𝑘2 = 𝑘20− 𝑘⃗ 2, поэтому прежде, чем вводить
сферические координаты, которые мы умеем описывать только в
евклидовом пространстве, произведём виковский поворот в ком-
плексной плоскости переменной 𝑘0 (рис. 2).

После поворота контура интегрирования переменная 𝑘0 стано-
вится мнимой, то есть 𝑘0 = 𝑖𝑘4, где 𝑘4 – вещественная перемен-
ная. При этом квадрат 4-вектора равен 𝑘2 = −𝑘24 − 𝑘⃗ 2 и стано-
вится чисто евклидовым с точностью до знака. Таким образом,
скалярный интеграл приобретает вид:

𝑆 =
(−1)𝑎 𝑖
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘𝐸

(𝑘2𝐸 + Λ)𝑎
.
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Im k0

Re k0

k0

Рис. 2. Виковский поворот в комплексной плоскости переменной 𝑘0

Теперь можно ввести сферическую систему координат и про-
интегрировать по телесному углу:

𝑆 =
(−1)𝑎 𝑖
(2𝜋)4

Ω(4)

∫︁
𝑘3𝐸 𝑑𝑘𝐸

(𝑘2𝐸 + Λ)𝑎
. (0.61)

Интегрируя по 𝑘𝐸, окончательно получаем:

𝑆 =
(−1)𝑎 𝑖
(4𝜋)2

1

(𝑎− 1)(𝑎− 2)

1

(𝑝2 + 𝑙)𝑎−2
, (0.62)

где мы использовали значения Ω(4) = 2𝜋2 и Λ = 𝑝2 + 𝑙.
Заметим, что в выражении (0.62) действительно имеется рас-

ходимость при 𝑎 = 2 и 𝑎 = 1, которые являются логарифмиче-
ской и квадратичной расходимостью соответственно, по подсчету
размерности подынтегрального выражения (0.60). В этом слу-
чае необходимо найти способ регуляризации интеграла, который
надо превратить в сходящийся, введя параметр регуляризации.
Хуфт предложил в качестве такого параметра выбрать размер-
ность 𝑛 импульсного пространства, которую устремим к четырём
только в самом конце проводимых вычислений. Для этого в вы-
ражении (0.60) нужно заменить

𝑑4𝑘

(2𝜋)4
→ 𝑑𝑛𝑘

(2𝜋)𝑛
, где 𝑛 ̸= 4.

После интегрирования по телесному углу в 𝑛-мерном простран-
стве для скалярного интеграла имеем:

𝑆 =
(−1)𝑎 𝑖 2𝜋𝑛/2
(2𝜋)𝑛 Γ

(︀
𝑛
2

)︀
∞∫︁

0

𝑘𝑛−1𝐸 𝑑𝑘𝐸
(𝑘2𝐸 + Λ)𝑎

, (0.63)
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где использовалось выражение для полного телесного угла (0.36).
Вводя переменную 𝑡 = 𝑘2𝐸, получаем:

𝑆 =
(−1)𝑎 𝑖 𝜋𝑛/2
(2𝜋)𝑛 Γ

(︀
𝑛
2

)︀
∞∫︁

0

𝑡𝑛/2−1 𝑑𝑡

(𝑡+ Λ)𝑎
. (0.64)

Для дальнейших вычислений воспользуемся выражением ин-
теграла в (0.64) через гамма-функции:

∞∫︁

0

𝑥𝜇−1 𝑑𝑥

(𝐴+𝐵𝑥)𝜇+𝜈
=

Γ(𝜇) Γ(𝜈)

𝐴𝜈 𝐵𝜈 Γ(𝜇+ 𝜈)
, (0.65)

в котором для нашего случая надо положить: 𝜇 = 𝑛/2, 𝜈 = 𝑎−
𝑛/2, 𝐴 = Λ, 𝐵 = 1.

С учетом (0.65) получаем окончательное выражение для ис-
комого скалярного интеграла в 𝑛-мерном импульсном простран-
стве:

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑛𝑘/(2𝜋)𝑛

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎 =
𝑖(−1)𝑎
(4𝜋)𝑛/2

Γ(𝑎− 𝑛
2 )

Γ(𝑎)

1

(𝑝2 + 𝑙)𝑎−𝑛/2
. (0.66)

Нетрудно убедиться, что для 𝑎 > 2 и 𝑛 = 4 это выражение сов-
падает с (0.62). Расходимость при 𝑎 ≤ 2 и 𝑛 → 4 действительно
имеет место как полюс гамма-функции при нулевом и отрица-
тельном целом значениях аргумента, однако в промежуточных
вычислениях надо удерживать параметр регуляризаци 𝑛 ̸= 4.
Выражение (0.66) может быть использовано как производящая
функция импульса 𝑝𝜇 для векторного интеграла. Для того что-
бы получить векторный интеграл (0.58) нужно в выражении для
скалярного интеграла (0.66) сделать следующие преобразования:
заменить 𝑎→ 𝑎−1, поделить на 2(𝑎−1) и продифференцировать
по 𝑝𝛼:

1

2(𝑎− 1)

𝜕

𝜕𝑝𝛼

∫︁
𝑑𝑛𝑘/(2𝜋)𝑛

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎−1 = 𝑉𝛼. (0.67)

С учетом (0.67) из выражения (0.66) находим искомый векторный
интеграл:

𝑉𝛼 =

∫︁
𝑘𝛼 𝑑

𝑛𝑘/(2𝜋)𝑛

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎 =
𝑖(−1)𝑎
(4𝜋)𝑛/2

Γ(𝑎− 𝑛
2 )

Γ(𝑎)

𝑝𝛼
(𝑝2 + 𝑙)𝑎−𝑛/2

. (0.68)
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Интересно отметить, что векторный интеграл (0.68) отличает-
ся от скалярного интеграла (0.66) только векторным множителем
𝑝𝛼. Выполняя выше указанные преобразования для интеграла
(0.68), получаем соотношение:

1

2(𝑎− 1)

𝜕

𝜕𝑝𝛽

∫︁
𝑘𝛼 𝑑

𝑛𝑘/(2𝜋)𝑛

(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎−1 = 𝑇𝛼𝛽, (0.69)

используя которое находим для тензорного интеграла следующее
выражение:

𝑇𝛼𝛽 =
𝑖(−1)𝑎
(4𝜋)𝑛/2

Γ(𝑎− 𝑛
2 )

Γ(𝑎)(𝑝2 + 𝑙)𝑎−𝑛/2

(︂
𝑝𝛼𝑝𝛽 −

𝑔𝛼𝛽 (𝑝
2 + 𝑙)

2(𝑎− 𝑛
2 − 1)

)︂
. (0.70)

Формулы (0.66), (0.68) и (0.70) составляют искомую сводку ин-
тегралов в импульсном пространстве. Выражения для тензоров
более высокого ранга можно получить, применяя тот же редук-
ционный метод вычислений.

Задания для самостоятельной работы

1. Найти коэффициент перехода из естественной системы еди-
ниц в систему СГС для следующих физических величин: им-
пульс, сила, объемная плотность силы, действующая в единицу
времени.

2. Получить выражение в импульсном простанстве для тен-
зорного интеграла вида:

𝑇𝛼𝛽𝛾 =

∫︁
𝑑𝑛𝑘/(2𝜋)𝑛 𝑘𝛼 𝑘𝛽 𝑘𝛾
(𝑘2 − 2𝑘𝑝− 𝑙)𝑎 .

1. Tочные пропагаторы и вершинные функции

Задание 1.1. Написать уравнение для точного электрон-
ного пропагатора в импульсном представлении.

Решение

Представление о точном пропагаторе возникает при вычисле-
нии той части радиационных поправок, когда все виртуальные
петли сосредоточены на внутренней электронной линии. Приме-
ром может служить поправка такого рода к амплитуде эффекта
Комптона, изображенного на рис. 3.
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Рис. 3. Диаграммы Фейнмана, описывающие Комптон-эффект: двойная ли-
ния соответствует точному пропагатору электрона

Двойной линией на рис. 3 обозначен точный электронный про-
пагатор, который условно можно представить в виде набора диа-
грамм Фейнмана на рис. 4.

Рис. 4. Диаграммы Фейнмана, определяющие вклад в точный пропагатор
электрона

На рис. 4 первое слагаемое соответствует пропагатору в дре-
весном приближении 𝑆(𝑝), а также исчерпывающе полно пред-
ставлены диаграммы до четвертого порядка включительно. Мно-
готочие указывает, что ряд продолжается формально до беско-
нечности (пропагатор точный). Заметим, что последняя диаграм-
ма относится к классу некомпактных диаграмм 1.

Введем обозначениеΣ для набора компактных диаграмм, изоб-
раженных на рис.4:

1Диаграмма считается некомпактной, если ее можно рассечь на две нетривиальные
диаграммы (каждая из которых содержит хотя бы одну вершину), пересекая только одну
внутреннюю линию. В противном случае диаграмма считается компактной.
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В литературе такой набор диаграмм называют компактными
электронными собственно-энергетическими диаграммами (ЭСЭД).
В терминах блока Σ ряд на рис. 4 можно переписать в виде:

Рис. 5. Точный электронный пропагатор в терминах Σ

Из рис. 5 видно, что в скобках снова собирается набор диа-
грамм, соответствующий точному пропагатору электрона, и, как
следствие, рис. 4 может быть преобразован к виду:

Рис. 6. Набор диаграмм, определяющих точный электронный пропагатор в
терминах Σ и 𝑆(𝑝)

Диаграммы на рис. 6 представляют собой графическую фор-
му записи уравнения для точного электронного пропагатора в
терминах ЭСЭД и древесного пропагатора 𝑆(𝑝). Обозначив точ-
ный пропагатор электрона как 𝐺𝑒(𝑝), а ЭСЭД как Σ(𝑝), получим
из рис. 6 аналитическое уравнение в импульсном представлении:

𝐺𝑒(𝑝) = 𝑆(𝑝) +𝐺𝑒(𝑝) Σ(𝑝)𝑆(𝑝). (1.1)

Уравнение (1.1) — матричное уравнение, так как 𝐺𝑒(𝑝), 𝑆(𝑝) и
Σ(𝑝) содержат матрицы Дирака. Умножив (1.1) слева на матри-
цу [𝐺𝑒(𝑝)]−1, обратную точному пропагатору, и справа на матри-
цу 𝑆−1(𝑝), обратную древесному пропагатору, получим искомое
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уравнение:
[𝐺𝑒(𝑝)]−1 = 𝑆−1(𝑝)− Σ(𝑝). (1.2)

С учетом явного вида 𝑆(𝑝) и 𝑆−1(𝑝):

𝑆(𝑝) =
𝑖 (𝑝+𝑚0)

𝑝2 −𝑚2
0 + 𝑖0

, 𝑆−1(𝑝) = −𝑖 (𝑝−𝑚0) , (1.3)

уравнение (1.2) преобразуется к виду:

𝐺𝑒(𝑝) = 𝑖 [𝑝−𝑚0 − 𝑖Σ(𝑝)]−1 . (1.4)

Следует отметить, что поскольку

Σ(𝑚0) = Σ(𝑝)
⃒⃒
𝑝=𝑚0

̸= 0,

то параметр 𝑚0, строго говоря, не есть масса электрона, так как
из условия унитарности мы уже выводили, что полюс амплитуды
процесса, который идет через промежуточное одноэлектронное
состояние, должен быть при 𝑝2 = 𝑚2, а полюс 𝐺𝑒(𝑝) не находится
в точке 𝑝2 = 𝑚2

0, если Σ(𝑚0) ̸= 0. Таким образом, мы приходим к
важной идее перенормировки массы электрона. Физическая мас-
са электрона определяется из условия:

𝑚−𝑚0 − 𝑖Σ(𝑚) = 0. (1.5)

Разность масс
𝛿𝑚 = 𝑚−𝑚0 = 𝑖Σ(𝑚) (1.6)

называется электромагнитным сдвигом массы электрона и опре-
деляется значением ЭСЭД на массовой поверхности.

Дадим определение ЭСЭД, опираясь на правила Фейнмана
вычисления амплитуд конкретных физических процессов. В дан-
ном случае речь идет о процессе перехода 𝑒→ 𝑒:

ℳ𝑒→𝑒 = −𝑖 [𝑢̄(𝑝) Σ(𝑝)𝑢(𝑝)] . (1.7)

Отметим, что при вычислении амплитуды 𝑀𝑒→𝑒 надо учитывать
не только компактные диаграммы. Коэффициент в (1.7) подбира-
ется так, чтобы слагаемые ряда, изображенного на рис. 4, имели
одинаковые коэффициенты, равные единице.
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Задание 1.2. Провести перенормировку массы электрона и
его волновой функции.

Решение

В предыдущем задании было показано, что 𝑚0 не может быть
физической массой электрона, так как это противоречит усло-
вию унитарности. Используя (1.6), можно переписать лагранжи-
ан электрон-позитронного поля, исключив нефизическую массу
𝑚0 = 𝑚− 𝛿𝑚:

ℒ = Ψ̄ (𝑝−𝑚0)Ψ + 𝑒 Ψ̄𝐴Ψ = Ψ̄ (𝑝−𝑚)Ψ + 𝑒 Ψ̄𝐴Ψ+ 𝛿𝑚 Ψ̄Ψ.

Последнее слагаемое называется контрчленом перенормировки
массы электрона и порождает новые диаграммы Фейнмана типа
𝑒→ 𝑒 перехода

,

которые, в свою очередь, дают дополнительный вклад в ампли-
туду:

𝛿ℳ(𝑚)
𝑒→𝑒 = 𝛿𝑚 [𝑢̄(𝑝)𝑢(𝑝)] = −𝑖 [𝑢̄(𝑝) (𝑖 𝛿𝑚)𝑢(𝑝)] ,

а значит, и дополнительное слагаемое в ЭСЭД:

𝛿Σ(𝑚) = 𝑖 𝛿𝑚 = −Σ(𝑚).

Обозначим новый набор ЭСЭД, учитывающий это слагаемое,
как Σ̃(𝑝):

Σ̃(𝑝) = Σ(𝑝)− Σ(𝑚). (1.8)

В результате получим, что Σ̃(𝑚) = 0 при 𝑝 → 𝑚. С другой сто-
роны, изменяется и древесный пропагатор 𝑆(𝑝), так как в сво-
бодной части лагранжиана 𝑚0 → 𝑚. По аналогии для точного
пропагатора (1.4) имеем:

𝐺̃𝑒(𝑝) = 𝑖
[︁
𝑝−𝑚− 𝑖Σ̃(𝑝)

]︁−1
. (1.9)

Теперь уже полюс 𝐺̃𝑒(𝑝) находится явно на массовой поверхно-
сти электрона 𝑝2 = 𝑚2 в соответствии с требованием условия
унитарности.
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Σ̃+ + Σ̃ Σ̃ +

+ Σ̃ Σ̃ Σ̃ + · · · ≡

Рис. 7. Набор ЭСЭД на внешней линии: двойная линия соответствует точной
волновой функции электрона

Для того чтобы провести перенормировку волновой функции
электрона, рассмотрим ЭСЭД на внешней линии. Соответствую-
щие диаграммы Фейнмана имеют следующий вид:

Сгруппируем диаграммы, представленные на рис. 7, и исполь-
зуем алгоритм, аналогичный рассмотренному ранее при вычис-
лении точного пропагатора 𝐺𝑒(𝑝). В результате получим следу-
ющее графическое уравнение:

=
(

+ + Σ̃ + · · ·
)

Σ̃ =

= + Σ̃

.

Здесь внутренняя двойная линия соответствует точному про-
пагатору электрона. Переходя от графической формы записи к
аналитической, записываем уравнение:

𝑈(𝑝) =
[︁
1 + 𝐺̃𝑒(𝑝) Σ̃(𝑝)

]︁
𝑢(𝑝) =

√︀
𝑍𝑒 𝑢(𝑝). (1.10)

В выражении (1.10) имеется неопределенность, так как на мас-
совой поверхности (𝑝 → 𝑚 и 𝑝2 = 𝑚2) точный пропагатор 𝐺̃𝑒(𝑝)
имеет полюс, а ЭСЭД Σ̃(𝑝) обращается в нуль. Раскрыть эту
неопределенность можно также с помощью условия унитарно-
сти. Правильный ответ для 𝑍𝑒 имеет вид:

𝑍𝑒 =
1

1− 𝑖 𝜕Σ(𝑝)/𝜕𝑝

⃒⃒
⃒⃒
𝑝=𝑚

. (1.11)

Однако конкретная величина 𝑍𝑒 не существенна, а важно, что
𝑍𝑒 ̸= 1. Это соответствует неправильной нормировке точной вол-
новой функции электрона. Более логичным будет слегка пере-
нормировать (с нормировочным коэффициентом, не равным еди-
нице) древесную приближенную волновую функцию электрона в
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свободной части лагранжиана электрон-позитронного поля:

Ψ(𝑥)→
√
1 + 𝛿𝑏Ψ(𝑥).

В результате получим следущий перенормированный лагранжи-
ан:

ℒ = Ψ̄ (𝑝−𝑚)Ψ + 𝑒 Ψ̄𝐴Ψ+ 𝛿𝑚 Ψ̄Ψ + 𝛿𝑏 Ψ̄ (𝑝−𝑚)Ψ. (1.12)

Последнее слагаемое в (1.12) называется контрчленом перенор-
мировки волновой функции электрона и порождает дополнитель-
ный член взаимодействия, которому можно поставить в соответ-
ствие вершину:

. (1.13)

Вклад от вершины (1.13) в амплитуду 𝑒→ 𝑒 перехода имеет вид:

𝛿ℳ(Ψ)
𝑒→𝑒 = 𝛿𝑏 [𝑢̄(𝑝) (𝑝−𝑚)𝑢(𝑝)] = −𝑖 [𝑢̄(𝑝) {𝑖 𝛿𝑏 (𝑝−𝑚)}𝑢(𝑝)] ,

а значит, генерирует дополнительное слагаемое в Σ(𝑝):

𝛿Σ(Ψ)(𝑝) = 𝑖 𝛿𝑏 (𝑝−𝑚) .

С учетом этого слагаемого обозначим набор ЭСЭД как

Σ𝑅(𝑝) = Σ(𝑝)− Σ(𝑚) + 𝑖 𝛿𝑏 (𝑝−𝑚) .

Коэффициент 𝛿𝑏 можно подобрать так, чтобы Σ𝑅(𝑝) стреми-
лось к нулю как (𝑝−𝑚)2 при 𝑝 → 𝑚. Очевидно, что для этого
необходимо, чтобы член с 𝛿𝑏 соответствовал второму члену раз-
ложения Σ(𝑝) в ряд Тейлора в окрестности точки 𝑝 = 𝑚. Это
значит, что 𝛿𝑏 напрямую связана с первой производной Σ(𝑝) по
переменной 𝑝:

𝛿𝑏 = 𝑖
𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝

⃒⃒
⃒⃒
𝑝=𝑚

. (1.14)

С учетом (1.14) выражение для Σ𝑅(𝑝) преобразуется к виду:

Σ𝑅(𝑝) = Σ(𝑝)− Σ(𝑚)− 𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝

⃒⃒
⃒⃒
𝑝=𝑚

(𝑝−𝑚) . (1.15)

Точный пропагатор𝐺𝑒(𝑝) также изменится, что просто учесть,
если в выражении (1.4) сделать замены 𝐺𝑒(𝑝)→ 𝐺𝑒

𝑅(𝑝) и Σ(𝑝)→
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Σ𝑅(𝑝). В результате неопределенность в (1.10) легко раскрывает-
ся, так как 𝐺𝑒

𝑅(𝑝)→ (𝑝−𝑚)−1, а Σ𝑅(𝑝)→ (𝑝−𝑚)2 при 𝑝→ 𝑚.
Таким образом, после такой перенормировки волновой функции
электрона 𝑍𝑒 = 1, как это и следует из физических соображений.
Отметим, что при 𝑝→ 𝑚

𝐺𝑒
𝑅(𝑝) ≃

𝑖 (𝑝+𝑚)

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖0
[1 +𝒪 (𝑝−𝑚)] . (1.16)

Задание 1.3. Вычислить Σ(𝑝) в однопетлевом приближении,
то есть в первом порядке по постоянной тонкой структуры 𝛼.

Решение

Амплитуда перехода 𝑒→ 𝑒 в однопетлевом приближении опи-
сывается одной диаграммой Фейнмана:

p p− k p

e e

k

Рис. 8. Диаграмма Фейнмана, соответствующая процессу 𝑒 → 𝑒 в однопет-
левом приближении

Амплитуда процесса 𝑒 → 𝑒, соответствующая диаграмме на
рис. 8, легко выписывается по правилам Фейнамана и имеет вид:

𝑀𝑒→𝑒 =
𝑖 𝑒2

(2𝜋)4
× (1.17)

× 𝑢̄(𝑝) 𝛾𝜇

[︃∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝜆2
𝑝− 𝑘 +𝑚

(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2

]︃
𝛾𝜇 𝑢(𝑝),

где 𝜆 — «масса фотона», введенная для устранения инфракрас-
ной расходимости, которая имеет место на нижнем пределе инте-
грирования по 𝑘2. В конце физических вычислений после учета
реального излучения мягких фотонов необходимо устремить па-
раметр 𝜆 к нулю, 𝜆→ 0.

Сравнивая амплитуду (1.17) с (1.7), получаем выражение для
Σ(𝑝):

Σ(𝑝) = − 𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝜆2
𝛾𝜇 [𝑝− 𝑘 +𝑚] 𝛾𝜇
(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2

. (1.18)

36



Используя соотношение фейнмановской параметризации

1

(𝑘2 − 𝜆2) [(𝑘 − 𝑝)2 −𝑚2]
=

1∫︁

0

𝑑𝑥

[𝑘2 − 2𝑥(𝑘𝑝)− ℓ]2
,

где введено обозначение:

ℓ = 𝑥
(︀
𝑚2 − 𝑝2

)︀
+ (1− 𝑥)𝜆2,

выражение (1.18) может быть преобразовано к виду:

Σ(𝑝) = − 𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

1∫︁

0

𝑑𝑥

𝑘2 − 2𝑥(𝑘𝑝)− ℓ)2 𝛾𝜇 [𝑝−𝑘+𝑚] 𝛾𝜇. (1.19)

Интеграл по 4-импульсу в (1.19) может быть вычислен с по-
мощью полученных ранее выражений для скалярного (0.66) и
векторного (0.68) интегралов. В результате получаем:

𝑆(𝑝) =
𝑖

(4𝜋)𝑛/2
Γ (2− 𝑛/2)

[𝑥𝑚2 + (1− 𝑥)𝜆2 − 𝑥(1− 𝑥) 𝑝2]2−𝑛/2
,

𝑉𝛼(𝑝) = 𝑥 𝑝𝛼 𝑆(𝑝).

Для дальнейших вычислений удобно ввести параметр регуля-
ризации 𝜀, характеризующий отличие размерности импульсного
пространства 𝑛 от размерности четырехмерного пространства:

𝜀 = 2− 𝑛

2
→ 0. (1.20)

После интегрирования по 4-импульсу и с учетом (1.20) выра-
жение (1.19) преобразуется к виду:

Σ(𝑝) = − 𝑖𝑒2

(4𝜋)2
Γ(𝜀)

(4𝜋)−𝜀𝑚2𝜀
× (1.21)

×
1∫︁

0

𝛾𝜇 [(1− 𝑥)𝑝+𝑚] 𝛾𝜇 𝑑𝑥

[𝑥+ (1− 𝑥) 𝜆2/𝑚2 − 𝑥 (1− 𝑥) 𝑝2/𝑚2]𝜀
.

Заметим, что в выражении (1.21) нельзя воспользоваться соот-
ношениями (0.9), так как они были получены в четырехмерном
пространстве. Однако их легко обобщить на случай 𝑛-мерного
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пространства. Для этого выпишем антикоммутационные соотно-
шения матриц Дирака:

𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜇 = 2 𝑔𝜇𝜈𝐼.

Учитывая, что 𝑔𝜇𝜈 𝑔
𝜇𝜈 = 𝑛, получаем:

𝛾𝜇𝛾
𝜇 = 𝑛 𝐼, 𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾

𝜇 = (2− 𝑛) 𝛾𝜈.

Далее разложим подынтегральное выражение (1.21) в ряд по
степеням параметра 𝜀, сохраняя только линейный член разложе-
ния:

[︂
𝑥+ (1− 𝑥) 𝜆

2

𝑚2
− 𝑥 (1− 𝑥) 𝑝

2

𝑚2

]︂−𝜀
≃

≃ 1− 𝜀 ln
[︂
𝑥+ (1− 𝑥) 𝜆

2

𝑚2
− 𝑥 (1− 𝑥) 𝑝

2

𝑚2

]︂
.

Иcпользуя тот факт, что

𝜀Γ(𝜀)→ 1, а 𝜀𝑘 Γ(𝜀)→ 0 ( 𝑘 ≥ 2) при 𝜀→ 0,

получим следующее выражение для ЭСЭД:

Σ(𝑝) = − 𝑖𝑒2

(4𝜋)2

{︃
(4𝑚− 𝑝)𝑃 (𝑚2) + 𝑝− 2𝑚− (1.22)

−
1∫︁

0

𝑑𝑥 (4𝑚− 2𝑥𝑝) ln

[︂
1− 𝑥+ 𝑥

𝜆2

𝑚2
− 𝑥 (1− 𝑥) 𝑝

2

𝑚2

]︂}︃
,

где произведена замена переменной интегрирования 𝑥→ 1− 𝑥 и
введена сингулярная при 𝜀→ 0 функция 𝑃 (𝑚2):

𝑃 (𝑚2) =
Γ(𝜀)

(4𝜋)−𝜀𝑚2𝜀
. (1.23)

Полагая в (1.22) 𝑝 = 𝑚 и 𝑝2 = 𝑚2, находим выражение для
ЭСЭД на массовой поверхности:

Σ(𝑚) = −𝑖 𝑒
2𝑚

(4𝜋)2
[︀
3𝑃 (𝑚2) + 4

]︀
, (1.24)
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где положили 𝜆 = 0, так как это не вызывает затруднений. Далее,
дифференцируя (1.22) по 𝑝 (с учетом 𝑝 𝑝 = 𝑝2) и полагая 𝑝 = 𝑚,
получаем:

𝜕Σ(𝑚)

𝜕𝑝
=

𝑖𝑒2

(4𝜋)2

[︂
𝑃 (𝑚2) + 4 ln

𝜆

𝑚
+ 4

]︂
. (1.25)

Приведем теперь окончательное выражение для Σ𝑅(𝑝):

Σ𝑅(𝑝) = − 𝑖𝛼
2𝜋

{︃[︂
ln
𝜆2

𝑚2
+ 1

]︂
(𝑝−𝑚)− (1.26)

−
1∫︁

0

𝑑𝑥 (2𝑚− 𝑥 𝑝) ln
[︂
1− 𝑥 𝑝2/𝑚2

1− 𝑥

]︂}︃
,

где учтено, что 𝑒2 = 4𝜋𝛼. Выражение (1.26) справедливо в при-
ближении 𝑝2−𝑚2 ≫ 𝜆2, которое на практике всегда выполняется.

Вообще говоря, в расчетах можно было бы и не вводить фик-
тивную «массу фотона» 𝜆. В этом случае останется зависимость
от 𝜀 в окончательном выражении для Σ𝑅(𝑝), которая исчезнет
только после учета излучения реальных мягких фотонов (так же,
как и зависимость Σ𝑅(𝑝) от параметра 𝜆). Выражение для Σ(𝑚)
не изменится, так как оно не зависит от 𝜆, а для производной от
Σ(𝑝) будем иметь:

𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝

⃒⃒
⃒⃒
𝑝=𝑚

=
𝑖𝑒2

(4𝜋)2
[︀
𝑃 (𝑚2) + 4 + 2𝑃IR(𝑚

2)
]︀
, (1.27)

где 𝑃IR(𝑚
2) – это та же самая функция 𝑃 (𝑚2), определяемая вы-

ражением (1.23), при этом надо помнить, что параметр 𝜀 должен
иметь отрицательную вещественную часть, то есть

𝑃IR(𝑚
2) = 𝑃 (𝑚2)

⃒⃒
⃒
Re 𝜀<0

.

С учетом этого получим для Σ𝑅(𝑝) следующее выражение:

Σ𝑅(𝑝) = − 𝑖𝛼
2𝜋

{︃
[︀
𝑃IR(𝑚

2) + 1
]︀
(𝑝−𝑚)− (1.28)

−
1∫︁

0

𝑑𝑥 (2𝑚− 𝑥 𝑝) ln
[︂
1− 𝑥 𝑝2/𝑚2

1− 𝑥

]︂}︃
.
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Сравнивая выражения (1.26) и (1.28), замечаем, что в определен-
ном смысле 𝑃IR(𝑚

2) = ln(𝜆2/𝑚2).

Электромагнитный сдвиг массы электрона определяется фор-
мулой:

𝛿𝑚 =
𝛼

4𝜋
𝑚
[︀
3𝑃 (𝑚2) + 4

]︀
.

Задание 1.4. Вычислить вершинную функцию Λ𝛼(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) в

однопетлевом приближении, определяемую через амплитуду пе-
рехода 𝑒𝛾 → 𝑒 как:

ℳ𝑒𝛾→𝑒 = −𝑖𝑒 [𝑢̄(𝑝2) Λ𝛼(𝑝1, 𝑝2, 𝑞)𝑢(𝑝1)] 𝜀𝛼(𝑞), 𝑒 > 0, (1.29)

когда оба электрона внешние.

Решение

Амплитуда процесса 𝑒𝛾 → 𝑒 определяется в однопетлевом
приближении одной диаграммой Фейнмана третьего порядка по
константе 𝑒, изображенной на рис. 9:

p1

p1 − k

k

p2

p2 − k

q

Рис. 9. Диаграмма Фейнмана, описывающая процесс 𝑒𝛾 → 𝑒 в однопетлевом
приближении

Как можно легко увидеть из рис. 9, в данном процессе 4-
импульсы частиц связаны уравнением 𝑝1 + 𝑞 = 𝑝2, причем по
условию задачи 𝑝21 = 𝑝22 = 𝑚2. По правилам Фейнмана выпишем
инвариантную амплитуду, соответствующую этой диаграмме:

ℳ𝑒𝛾→𝑒 =
−𝑖𝑒3
(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝜆2 ×

×
[︃
𝑢̄(𝑝2)𝛾𝜇

𝑝2 − 𝑘 +𝑚

(𝑝2 − 𝑘)2 −𝑚2
𝛾𝛼

𝑝1 − 𝑘 +𝑚

(𝑝1 − 𝑘)2 −𝑚2
𝛾𝜇 𝑢(𝑝1)

]︃
𝜀𝛼(𝑞).
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Следовательно, вершинная функция определяется выражением:

Λ𝛼(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) = (1.30)

=
𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝜆2
𝛾𝜇 (𝑝2 − 𝑘 +𝑚) 𝛾𝛼 (𝑝1 − 𝑘 +𝑚) 𝛾𝜇

[(𝑝2 − 𝑘)2 −𝑚2] [(𝑝1 − 𝑘)2 −𝑚2]
.

Здесь по фейнмановской параметризации объединяются три мно-
жителя:

1

(𝑘2 − 𝜆2) [(𝑝1 − 𝑘)2 −𝑚2] [(𝑝2 − 𝑘)2 −𝑚2]
=

1∫︁

0

2𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦

[𝑘2 − 2(𝑘𝑝)− ℓ]3 ,

где введены следующие обозначения:

𝑝𝜇 = 𝑥 𝑝𝜇𝑦 , 𝑝𝜇𝑦 = 𝑦 𝑝𝜇1 + (1− 𝑦) 𝑝𝜇2 , ℓ = (1− 𝑥)𝜆2.
В дальнейших вычислениях возникнут определенные комби-

нации из этих величин вида:

𝑝2 + ℓ = 𝑥2
[︀
𝑚2 − 𝑞2 𝑦(1− 𝑦)

]︀
+ (1− 𝑥)𝜆2, 𝑞2 = (𝑝2 − 𝑝1)2.

Используя фейнмановскую параметризацию, находим:

Λ𝛼(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) = (1.31)

= 𝑒2
1∫︁

0

2𝑥 𝑑𝑥

1∫︁

0

𝑑𝑦

∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
(2𝑝2𝜇 − 𝛾𝜇𝑘) 𝛾𝛼 (2𝑝𝜇1 − 𝑘𝛾𝜇)

[𝑘2 − 2(𝑘𝑝)− ℓ]3
,

где учтены уравнения Дирака слева 𝑢̄(𝑝2) 𝑝2 = 𝑚𝑢̄(𝑝2) и справа
𝑝1 𝑢(𝑝1) = 𝑚𝑢(𝑝1) в правой части этого уравнения, так как по
условию задачи электроны находятся на массовой поверхности.

В выражении (1.31) встречается весь спектр импульсных ин-
тегралов: скалярный 𝑆, векторный 𝑉𝛼 и тензорный 𝑇𝛼𝛽. Заметим,
что в скалярном интеграле имеет место инфракрасная расходи-
мость, а в тензорном — ультрафиолетовая:

𝑆 =
−𝑖

2(4𝜋)2
1

𝑥2𝑚2 𝑓(𝑦) + (1− 𝑥)𝜆2 ,

𝑉 𝛼 = 𝑥 [𝑦 𝑝𝛼1 + (1− 𝑦) 𝑝𝛼2 ]𝑆
⃒⃒
⃒
𝜆=0

, (1.32)

𝑇 𝛼𝛽 =
−𝑖

4(4𝜋)2

{︃
2𝑝𝛼𝑦𝑝

𝛽
𝑦

𝑚2 𝑓(𝑦)
+ 𝑔𝛼𝛽

[︀
−𝑃 (𝑚2) + 2 ln𝑥+ ln 𝑓(𝑦)

]︀
}︃
.
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Здесь введена безразмерная функция переменной 𝑦, зависящая
также от квадрата импульса фотона 𝑞2:

𝑓(𝑦) = 1− 𝑞2

𝑚2
𝑦 (1− 𝑦). (1.33)

В вершинную функцию выражения (1.32) входят в качестве
подынтегральных и интегрируются по 𝑥 и 𝑦. По переменной 𝑥
интегралы легко вычисляются:

2

1∫︁

0

𝑆 𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑖

(4𝜋)2

1∫︁

0

𝑥 𝑑𝑥

𝑥2𝑚2 𝑓(𝑦) + (1− 𝑥)𝜆2 ≃

≃ 𝑖

(4𝜋)2
1

2𝑚2 𝑓(𝑦)

[︂
ln
𝜆2

𝑚2
− ln 𝑓(𝑦)

]︂
,

2

1∫︁

0

𝑉 𝛼 𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑖

(4𝜋)2
𝑝𝛼𝑦

𝑚2 𝑓(𝑦)
, (1.34)

2

1∫︁

0

𝑇 𝛼𝛽 𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑖

(4𝜋)2

{︃
𝑝𝛼𝑦𝑝

𝛽
𝑦

𝑚2 𝑓(𝑦)
− 1

2
𝑔𝛼𝛽

[︀
𝑃 (𝑚2) + 1− ln 𝑓(𝑦)

]︀
}︃
.

Поскольку функция 𝑓(𝑦), введенная в (1.33), инвариантна отно-
сительно замены 𝑦 → 1 − 𝑦, то векторный 𝑉 𝛼 и тензорный 𝑇 𝛼𝛽

интегралы упрощаются. Введем вместо импульсов 𝑝1 и 𝑝2 следу-
ющие векторы:

𝑝𝛼 = 𝑝𝛼1 + 𝑝𝛼2 , 𝑞𝛼 = 𝑝𝛼2 − 𝑝𝛼1 , 𝑝𝛼𝑦 =
1

2
[𝑝𝛼 + (1− 2𝑦) 𝑞𝛼] .

Если при интегрировании по 𝑦 в числителе встречается 𝑦 (но
не 𝑦2), то возможна замена:

𝑦 → 𝑦

2
+

1− 𝑦
2

=
1

2
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и векторный и тензорный интегралы преобразуются к виду:

2

1∫︁

0

𝑉𝛼 𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑖

(4𝜋)2
𝑝𝛼

2𝑚2 𝑓(𝑦)
, (1.35)

2

1∫︁

0

𝑇𝛼𝛽 𝑥 𝑑𝑥 =
−𝑖

(4𝜋)2
×

×
{︂
𝑝𝛼𝑝𝛽 + (1− 2𝑦)2 𝑞𝛼𝑞𝛽

4𝑚2 𝑓(𝑦)
− 1

2
𝑔𝛼𝛽
[︀
𝑃 (𝑚2) + 1− ln 𝑓(𝑦)

]︀}︂
.

Подставив эти выражения в (1.31), получим:

Λ𝛼(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) = (1.36)

=
𝑖𝑒2

(4𝜋)2

{︃
𝛾𝛼

[︃
𝑃 (𝑚2)−

1∫︁

0

𝑑𝑦 ln 𝑓(𝑦) + 2

1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
− 2 +

+

(︂
2− 𝑞2

𝑚2

)︂ 1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)

(︂
2 + ln

𝜆2

𝑚2
− ln 𝑓(𝑦)

)︂]︃
− 𝜎𝛼𝛽 𝑞𝛽

𝑚

1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)

}︃
.

После перенормировки волновой функции электрона появля-
ется контрчлен, учет которого приводит к тому, что физиче-
ски наблюдаемая часть вершинной функции определяется равен-
ством:

Λ𝛼
𝑅(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) = Λ𝛼(𝑝1, 𝑝2, 𝑞)− Λ𝛼(𝑝1, 𝑝1, 0). (1.37)

В нашем случае для Λ𝛼(𝑝1, 𝑝1, 0) из (1.36) получается следующее
уравнение:

Λ𝛼(𝑝1, 𝑝1, 0) =
𝑖𝑒2

(4𝜋)2
𝛾𝛼
[︂
𝑃 (𝑚2) + 4 + 4 ln

𝜆

𝑚

]︂
, (1.38)

где было учтено, что 𝑓(𝑦)
⃒⃒
𝑞2=0

= 1, и проинтегрировано по пе-

ременной 𝑦. Подставив (1.38) в (1.37), получим окончательное
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выражение для вершинной функции:

Λ𝛼
𝑅(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) = (1.39)

=
𝑖𝛼

4𝜋

{︃
𝛾𝛼

[︃(︂
2− 𝑞2

𝑚2

)︂ 1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)

[︂
2 + ln

𝜆2

𝑚2
− ln 𝑓(𝑦)

]︂
−

−
1∫︁

0

𝑑𝑦 ln 𝑓(𝑦)− 6− 4 ln
𝜆

𝑚
+ 2

1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)

]︃
− 𝜎𝛼𝛽𝑞𝛽

𝑚

1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)

}︃
.

При 𝑞2 ≪ 𝑚2 выражение (1.39) существено упрощается:

Λ𝛼
𝑅(𝑝1, 𝑝2, 𝑞) ≃ −

𝑖𝛼

3𝜋
𝛾𝛼
[︂
ln
𝜆

𝑚
+

3

8

]︂
𝑞2

𝑚2
− 𝑖𝛼

4𝜋

𝜎𝛼𝛽𝑞𝛽
𝑚

. (1.40)

Формула (1.40) показывает, что перенормированная вершин-
ная функция свободна от ультрафиолетовой расходимости, одна-
ко содержит инфракрасную расходимость (зависимость от «мас-
сы фотона» 𝜆). Как и при вычислении ЭСЭД в предыдущей за-
даче, можно было бы и не вводить 𝜆, однако при этом осталась
бы зависимость от 𝜀 в виде полюсной функции 𝑃IR(𝑚

2).

Задание 1.5. Написать уравнение для точного фотонно-
го пропагатора в импульсном представлении. Перенормировать
волновую функцию фотона.

Решение

Точный пропагатор заменяет приближенный при вычислении
радиационных поправок, сосредоточенных на внутренней линии,
к процессу, идущему через однофотонное состояние (cм. рис. (10)).

+ + +

+ + · · · ≡

Рис. 10. Диаграммы Фейнмана для процесса, идущего через однофотонное
состояние: двойная линия соответствует точному фотонному пропагатору
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Точный фотонный пропагатор опредяется вкладами диаграмм
на рис.11, где первое слагаемое соответствует пропагатору фото-
на в древесном приближении.

= +

+ + · · ·

+ +

+

Рис. 11. Диаграммы Фейнмана, определяющие вклад в точный пропагатор
фотона

Как и в случае электронного пропагатора, соберем в единый
блок сумму всех компактных диаграмм и введем обозначение для
этого блока 𝒫 :

≡P + + + + · · ·+

Такие диаграммы называются компактными фотонными соб-
ственно-энергетическими диаграммами (ФСЭД).

В терминах ФСЭД точную фотонную линию можно предста-
вить в виде диаграмм на рис. 12:

Рис. 12. Точный фотонный пропагатор в терминах 𝒫

Учитывая, что выражение в скобках – точный фотонный про-
пагатор, получим уравнение в графической форме:

= + P

Рис. 13. Набор диаграмм, определяющих точный фотонный пропагатор
в терминах 𝒫
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Если ввести обозначение для точного пропагатора фотона как
𝐺𝛾(𝑘), древесного – 𝐷(𝑘) и ЭСЭД – 𝒫(𝑘), то графическое урав-
нение на рис. 13 можно переписать в следующем аналитическом
виде:

𝐺𝛾
𝜇𝜈(𝑘) = 𝐷𝜇𝜈(𝑘) +𝐺𝜇𝜌(𝑘)𝒫𝜌𝜎(𝑘)𝐷𝜎𝜈(𝑘). (1.41)

Параметризуя входящие в (1.41) тензорные выражения посред-
ством метрического тензора 𝑔𝜇𝜈 и 4-вектора 𝑘𝜇:

𝐺𝛾
𝜇𝜈(𝑘) = 𝐺𝛾(𝑘2) ℐ𝜇𝜈 +𝐺‖(𝑘

2)ℒ𝜇𝜈,

𝐷𝜇𝜈(𝑘) = 𝐷(𝑘2) ℐ𝜇𝜈 +𝐷‖(𝑘
2)ℒ𝜇𝜈, (1.42)

𝒫𝜇𝜈(𝑘) = 𝒫(𝑘2) ℐ𝜇𝜈,
где введены две тензорные «единицы»:

ℐ𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈 −
𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

, ℒ𝜇𝜈 =
𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

,

обладающие свойствами:

(ℐℒ)𝜇𝜈 = 0, (ℐℐ)𝜇𝜈 = ℐ𝜇𝜈, (ℒℒ)𝜇𝜈 = ℒ𝜇𝜈,

уравнение (1.41) может быть переписано в алгебраической форме
в терминах 𝐺(𝑘2), 𝐺‖(𝑘

2), 𝐷(𝑘2), 𝐷‖(𝑘
2) и 𝒫(𝑘2) как два незави-

симых уравнения:

𝐺𝛾(𝑘2) = 𝐷(𝑘2) +𝐷(𝑘2)𝐺𝛾(𝑘2)𝒫(𝑘2), 𝐺‖(𝑘
2) = 𝐷‖(𝑘

2).

Заметим, что так как 𝐷‖(𝑘
2) – произвольная функция 𝑘2 по при-

чине калибровочной инвариантности квантовой электродинами-
ки, то и функция 𝐺‖(𝑘

2) произвольна. Для поперечной части
𝐺𝛾(𝑘2) получим следующее уравнение:

𝐺𝛾(𝑘2) =
1

𝐷−1(𝑘2)− 𝒫(𝑘2) =
−𝑖

𝑘2 + 𝑖𝒫(𝑘2) , (1.43)

где учтено, что 𝐷−1(𝑘2) = 𝑖 𝑘2.
Выражение (1.43) и есть искомое уравнение для точного про-

пагатора фотона в терминах компактных ФСЭД. Следует отме-
тить, что уравнение такого вида получается, если соответствую-
щим образом ввести 𝒫𝜇𝜈(𝑘). Естественно определить ФСЭД че-
рез амплитуду перехода 𝛾 → 𝛾, которую можно вычислить по
стандартным правилам Фейнмана:

ℳ𝛾→𝛾 = −𝑖 𝜀*𝜇(𝑘)𝒫𝜇𝜈(𝑘) 𝜀𝜈(𝑘). (1.44)
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Следует отметить, что полюс точного пропагатора обязан на-
ходиться в точке 𝑘2 = 0, а для этого необходимо выполнение
условия:

𝒫(𝑘2)
⃒⃒
⃒
𝑘2=0

= 𝒫(0) = 0. (1.45)

Если бы условие (1.45) не выполнялось, то пришлось бы перенор-
мировать «массу фотона» и вводить массовый контрчлен, анало-
гичный электронному, что противоречит калибровочной инвари-
антности квантовой электродинамике. Следовательно, при про-
ведении вычислении необходимо следить, чтобы условие (1.45)
выполнялось автоматически.

Рассмотрим теперь радиационные поправки на внешней фо-
тонной линии, которые определяются вкладами от диаграмм,
представленных на рис. 14:

+ P + +P P · · · ≡

Рис. 14. Набор диаграмм, определяющих вклад во внешнюю фотонную
линию

Волновая функция внешнего фотона, изображенная двойной
линией на рис. 14, может быть представлена в виде:

= + + +P P P · · · =

= +

(
+ + · · ·

)

PP

или

= + P

В аналитической форме последнюю цепочку диаграмм можно
выразить через функции 𝐺𝛾(𝑘2) и 𝒫(𝑘2):

ℰ𝛼(𝑘) = 𝜀𝛼(𝑘)
[︀
1 +𝐺𝛾(𝑘2)𝒫(𝑘2)

]︀
, (1.46)

где введено обозначение ℰ𝛼(𝑘) для точной волновой функции фо-
тона в импульсном пространстве.
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Выражение (1.46) содержит неопределенность, так как 𝐺𝛾(𝑘2)
имеет полюс, а 𝒫(𝑘2) равно нулю при 𝑘2 = 0 (напомним, что фо-
тон находится на массовой поверхности). Эту неопределенность
можно раскрыть с помощью условия унитарности 𝑆-оператора:

ℰ𝛼(𝑘) =
√
𝑍𝛾 𝜀𝛼(𝑘), 𝑍𝛾 =

1

1 + 𝑖 𝑑𝒫(𝑘2)/𝑑𝑘2
⃒⃒
⃒⃒
𝑘2=0

. (1.47)

Однако нам не существенно конкретное выражение для мно-
жителя 𝑍𝛾. Важно, что он не равен единице, что противоречит
физическому смыслу точной волновой функции. Поэтому, как и
в случае электрона, для фотона тоже необходимо произвести пе-
ренормировку волновой функции, выполнив замену:

𝐴𝜇(𝑥)→
√
1 + 𝛿𝑎𝐴𝜇(𝑥). (1.48)

Из свободного лагранжиана (более точно, из его электромаг-
нитной части) возникает соответствующий контрчлен:

ℒ(𝑥) = −1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + Ψ̄ (𝑝−𝑚)Ψ + 𝑒 Ψ̄𝐴Ψ+ (1.49)

+ 𝛿𝑚 Ψ̄Ψ + 𝛿𝑏 Ψ̄ (𝑝−𝑚)Ψ− 𝛿𝑎

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈.

Последнее слагаемое в (1.49) и есть контрчлен перенормиров-
ки волновой функции фотона. Он порождает дополнительный
вклад в амплитуду 𝛾 → 𝛾 перехода:

𝛿ℳ𝛾→𝛾 = −𝛿𝑎 𝜀*𝜇(𝑘)
[︀
𝑘𝜇𝑘𝜈 − 𝑘2𝑔𝜇𝜈

]︀
𝜀𝜈(𝑘),

и соответственно дополнительный вклад в 𝒫𝜇𝜈(𝑘). С учетом этого
вклада обозначим ФСЭД как

𝒫𝑅(𝑘
2) = 𝒫(𝑘2)− 𝑖 𝛿𝑎 𝑘2. (1.50)

Теперь можно выбрать 𝛿𝑎 таким образом, чтобы 𝑍𝛾 = 1 с уче-
том перенормировки. Из (1.46) видно, что для этого необходимо,
чтобы 𝒫𝑅(𝑘

2) стремилась к нулю как (𝑘2)2 при 𝑘2 → 0, тогда и
произведение

𝐺𝛾(𝑘2)𝒫𝑅(𝑘
2)
⃒⃒
⃒
𝑘2→0

→ 0.

В результате точная волновая функция фотона ℰ𝛼 будет нор-
мирована на единицу:

ℰ𝛼(𝑘) = 𝜀𝛼(𝑘)
[︀
1 + 𝐺𝛾(𝑘2)𝒫𝑅(𝑘

2)
⃒⃒
𝑘2=0

]︀
= 𝜀𝛼(𝑘). (1.51)
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Из формулы (1.50) находим, что 𝛿𝑎 необходимо присвоить следу-
ющее значение:

𝛿𝑎 = −𝑖 𝑑𝒫(𝑘
2)

𝑑𝑘2

⃒⃒
⃒⃒
𝑘2=0

,

тогда 𝒫𝑅(𝑘
2) определяется окончательно как разность:

𝒫𝑅(𝑘
2) = 𝒫(𝑘2)− 𝑑𝒫(𝑘2)

𝑑𝑘2

⃒⃒
⃒⃒
𝑘2=0

𝑘2. (1.52)

Задание 1.6. Вычислить собственно-энергетическую диа-
грамму фотона 𝒫(𝑘2) в однопетлевом приближении.

Решение

В линейном по постоянной тонкой структуры 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) при-
ближении ФСЭД 𝒫(𝑘2) определяется одной диаграммой Фейнма-
на (рис. 15).

γ γ

p

p− k

k k

Рис. 15. Собственно-энергетическая диаграмма фотона в однопетлевом при-
ближении

Соответствующая инвариантная амплитуда 𝛾 → 𝛾 перехода
имеет вид:

ℳ𝛾→𝛾 =
𝑖𝑒2

(2𝜋)4
𝜀*𝛼(𝑘)

∫︁ 𝑑4𝑝 Sp
{︁
𝛾𝛼 (𝑝+𝑚) 𝛾𝛽 (𝑝− 𝑘 +𝑚)

}︁

(𝑝2 −𝑚2) [(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2]
𝜀𝛽(𝑘).

По правилу (1.44) определения 𝒫𝛼𝛽(𝑘) находим:

𝒫𝛼𝛽(𝑘) = −𝑒2
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4

Sp
{︁
𝛾𝛼 (𝑝+𝑚) 𝛾𝛽 (𝑝− 𝑘 +𝑚)

}︁

(𝑝2 −𝑚2) [(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2]
. (1.53)

Объединим два множителя по правилам параметризации Фейн-
мана:

1

(𝑝2 −𝑚2) [(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2]
=

1∫︁

0

𝑑𝑥

[𝑝2 − 2(𝑝𝑝)− ℓ]2
,
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где введены обозначения:

𝑝𝛼 = 𝑥𝑘𝛼, ℓ = 𝑚2 − 𝑥 𝑘2.
Вычислив шпуры 𝛾-матриц, получим следующее выражение для
ФСЭД:

𝒫𝛼𝛽(𝑘) = −4𝑒2
1∫︁

0

𝑑𝑥× (1.54)

×
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝑔𝛼𝛽
[︀
𝑚2 − 𝑝2 + (𝑝𝑘)

]︀
+ 2𝑝𝛼𝑝𝛽 − 𝑝𝛼𝑘𝛽 − 𝑝𝛽𝑘𝛼

[𝑝2 − 2(𝑝𝑝)− ℓ]2
.

В выражении (1.54) встречаются все интегралы – от скаляр-
ного 𝑆 до тензорного 𝑇𝛼𝛽, результаты вычислений которых могут
быть представлены в виде:

𝑆 =
𝑖

(4𝜋)2
𝑃 (𝑚2)

𝑓 𝜀(𝑥)
,

𝑉𝛼 = 𝑥 𝑘𝛼 𝑆, (1.55)

𝑇𝛼𝛽 =

[︂
𝑥2 𝑘𝛼𝑘𝛽 −

𝑚2 𝑓(𝑥) 𝑔𝛼𝛽
2− 𝑛

]︂
𝑆,

где 𝜀 = 2− 𝑛/2 и введены две величины:

𝑓(𝑥) = 1− 𝑘2

𝑚2
𝑥 (1− 𝑥), 𝑃 (𝑚2) =

Γ(𝜀)

(4𝜋)−𝜀𝑚2𝜀
.

Подставляя (1.55) в (1.54), получаем:

𝒫𝛼𝛽(𝑘) = − 4𝑖𝑒2

(4𝜋)2
𝑃 (𝑚2)×

×
1∫︁

0

𝑑𝑥

𝑓 𝜀(𝑥)

{︂
𝑔𝛼𝛽

[︂
𝑚2 − 𝑥2𝑘2 + 𝑛

2− 𝑛 𝑚
2𝑓(𝑥) + 𝑥𝑘2−

− 2

2− 𝑛 𝑚
2 𝑓(𝑥) + 𝑥𝑘2

]︂
+ 𝑘𝛼𝑘𝛽

(︀
2𝑥2 − 𝑥− 𝑥

)︀}︂
.

В этом выражении вычислялась свертка тензора 𝑇𝛼𝛽 𝑔
𝛼𝛽 с уче-

том того, что 𝑔𝛼𝛽 𝑔
𝛼𝛽 = 𝑛 в рамках метода размерной регуляри-

зации. После приведения подобных членов получаем:

𝒫𝛼𝛽(𝑘) = −
8𝑖𝑒2

(4𝜋)2
𝑘2
[︂
𝑔𝛼𝛽 −

𝑘𝛼𝑘𝛽
𝑘2

]︂ 1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥) 𝑑𝑥
𝑓 𝜀(𝑥)

. (1.56)
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Отсюда находим скалярную функцию 𝒫(𝑘2) согласно определе-
нию (1.42):

𝒫(𝑘2) = −2𝑖𝛼
𝜋

𝑃 (𝑚2) 𝑘2
1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥) 𝑑𝑥
𝑓 𝜀(𝑥)

. (1.57)

Из выражения (1.57) видно, что условие (1.45) выполняется.
Далее вычисляем производную:

𝑑𝒫(𝑘2)
𝑑𝑘2

⃒⃒
⃒⃒
𝑘2=0

= −2𝑖𝛼
𝜋

𝑃 (𝑚2)

1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥) 𝑑𝑥 = − 𝑖𝛼
3𝜋

𝑃 (𝑚2)

и согласно (1.52) находим выражение для перенормированного
поляризационного оператора:

𝒫𝑅(𝑘
2) = −2𝑖𝛼

𝜋
𝑃 (𝑚2) 𝑘2

1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥)
[︀
𝑓−𝜀(𝑥)− 1

]︀
𝑑𝑥.

Раскладывая функцию 𝑓−𝜀(𝑥) в ряд по степеням 𝜀:

𝑓−𝜀(𝑥) = 1− 𝜀 ln 𝑓(𝑥) +𝒪(𝜀2),

получаем окончательный ответ для 𝒫𝑅(𝑘
2):

𝒫𝑅(𝑘
2) =

2𝑖𝛼

𝜋
𝑘2

1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥) ln
[︂
1− 𝑘2

𝑚2
𝑥 (1− 𝑥)

]︂
𝑑𝑥, (1.58)

где учтено, что 𝜀𝑃 (𝑚2) = 1 при 𝜀 → 0, а члены порядка 𝜀2 и
выше зануляются в этом пределе.

В приближении малых значений квадрата импульса |𝑘2| ≪ 𝑚2

интеграл (1.58) легко вычисляется и получается простое выраже-
ние:

𝒫𝑅(𝑘
2) ≃ − 𝑖𝛼

15𝜋

(𝑘2)2

𝑚2
. (1.59)

В другом предельном случае |𝑘2| ≫ 𝑚2 в области отрицатель-
ных 𝑘2 для 𝒫𝑅(𝑘

2) также может быть получена простая формула:

𝒫𝑅(𝑘
2) ≃ 𝑖𝛼

3𝜋
𝑘2
[︂
ln
|𝑘2|
𝑚2
− 3

5

]︂
. (1.60)
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Задание 1.7. Пренебрегая массой электрона, вычислить поля-

ризационный оператор фотона в двухпетлевом приближении.

Решение

В двухпетлевом приближении поляризационный оператор фо-
тона определяется тремя диаграммами, представленными на
рис. 16.

Рис. 16. Диаграммы Фейнмана, определяющие вклад в поляризационный
оператор в двухпетлевом приближении

Отсутствие внешних заряженных частиц в рассматриваемых
диаграммах приводит к тому, что поляризационный оператор
фотона является калибровочно инвариантной величиной. Поэто-
му при проведении вычислений можно использовать любую ка-
либровку, причем в калибровке Фейнмана расчеты будут наибо-
лее простыми.

Поскольку вклады двух первых диаграмм одинаковы, то до-
статочно вычислить вклад только одной из них. Обозначим 4-
импульс внешнего фотона как 𝑝𝜇, а один из 4-импульсов инте-
грирования как 𝑘𝜇 (см. рис. 17).

𝑘 + 𝑝

𝑝 𝑝

𝑘 𝑘

𝜇 𝜇

𝑘 + 𝑙

𝑙
−→

Рис. 17. Вклад в поляризационный оператор от первой диаграммы рис. 16

Верхняя петля представляет собой электронную собственно-
энергетическую диаграмму Σ(𝑘) в однопетлевом приближении,
вычисленную ранее в задании 1.3. В пренебрежении массой элек-
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трона след тензора поляризации фотона, индуцированного дан-
ной диаграммой, можно записать в виде:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
1

𝜇𝜈(𝑝) = (1.61)

= 𝑖𝑒20

∫︁
𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
Sp

{︃
𝛾𝜇

𝑘 + 𝑝

(𝑘 + 𝑝)2
𝛾𝜇

𝑘

𝑘2
Σ(𝑘)

𝑘

𝑘2

}︃
.

Для безмассовых электронов ЭСЭД зависит от выбора калибров-
ки фотона и имеет вид:

Σ(𝑘) =
𝑒20

(4𝜋)𝑁/2
(−𝑘2)𝑁/2−2 𝑁 − 2

2

Γ(3−𝑁/2) Γ2(𝑁/2− 1)

Γ(𝑁 − 2)
𝜉 𝑘 =

=
𝑒20

(4𝜋)𝑁/2
(−𝑘2)𝑁/2−2 𝑁 − 2

2
𝐺1 𝜉 𝑘, (1.62)

причем в фейнмановской калибровке, т. е. при 𝜉 = 1, которая
и будет использоваться в дальнейшем, ЭСЭД отлична от нуля.
Подставив выражение (1.62) в (1.61), получим:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
1

𝜇𝜈(𝑝) = (1.63)

= − 𝑖𝑒40
(4𝜋)𝑁/2

𝐺1
𝑁 − 2

2

∫︁
𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
Sp{𝛾𝜇 (𝑘 + 𝑝 )𝛾𝜇𝑘}
[−(𝑘 + 𝑝)2] (−𝑘2)1+𝜀

=

=
𝑖𝑒40

(4𝜋)𝑁/2
𝐺1 (𝑁 − 2)2

∫︁
𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
2𝑘2 + 2(𝑘𝑝)

𝐷1𝐷
1+𝜀
2

,

где (𝑘 + 𝑝)2 = −𝐷1 и 𝑘
2 = −𝐷2. В числителе выражения (1.63)

можно исключить скалярное произведение, воспользовавшись со-
отношением:

2(𝑝𝑘) = 𝐷2 −𝐷1 − 𝑝2. (1.64)

Опустив слагаемые с 𝐷1 в числителе (ему будет соответство-
вать интеграл, не содержащий параметров с размерностью массы
и, как следствие, равный нулю) придем к выражению:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
1

𝜇𝜈(𝑝) = (1.65)

= −𝑒
4
0

(︀
−𝑝2

)︀1−2𝜀

(4𝜋)4−2𝜀
4 (1− 𝜀)2𝐺1

[︀
𝐺(1, 1 + 𝜀)− 𝑝2𝐺(1, 𝜀)

]︀
,

где коэффициенты 𝐺(𝑛1, 𝑛2) определяются следующим интегра-
лом:∫︁

𝑑𝑁𝑘

(2𝜋)𝑁
1

𝐷𝑛1
1 𝐷𝑛2

2

=
𝑖

(4𝜋)𝑁/2

(︀
−𝑝2

)︀𝑁/2−𝑛1−𝑛2 𝐺(𝑛1, 𝑛2) (1.66)
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𝑝 𝑝

𝑘1 𝑘2

𝑘1 + 𝑝 𝑘2 + 𝑝

𝑘1 − 𝑘2𝜇 𝜇

Рис. 18. Вклад в поляризационный оператор от второй диаграммы рис. 16

и обладают свойством симметрии 𝐺(𝑛1, 𝑛2) = 𝐺(𝑛2, 𝑛1) в силу
трансляционной инвариантности интеграла. Более того, в случае
если один из аргументов принимает целое отрицательное значе-
ние, то 𝐺(𝑛1, 𝑛2) = 0 по причине отсутствия параметра с пазмер-
ностью массы. Заметим, что использованный нами ранее множи-
тель 𝐺1 = 𝐺(1, 1).

Воспользовавшись соотношением

𝐺(𝑛1, 𝑛2 + 1)

𝐺(𝑛1, 𝑛2)
= −(𝑁 − 2𝑛1 − 2𝑛2) (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2 − 1)

𝑛2 (𝑁 − 2𝑛2 − 2)
, (1.67)

можно легко получить окончательный результат:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
1

𝜇𝜈(𝑝) =
𝑒40
(︀
−𝑝2

)︀1−2𝜀

(4𝜋)4−2𝜀
8 (1− 𝜀)3

𝜀
𝐺2, (1.68)

где введена константа:

𝐺2 = 𝐺1𝐺(1, 𝜀) = (1.69)

= − 1

2𝜀 (1− 2𝜀) (1− 3𝜀) (2− 3𝜀)

Γ(1 + 2𝜀) Γ3(1− 𝜀)
Γ(1− 3𝜀)

.

Для нахождения вклада в поляризационный оператор, зада-
ваемого второй диаграммой на рис. 16, изобразим эту диаграмму
более детально (см. рис. 18).

Задача вычисления данного вклада представляется более труд-
ной, поскольку рассматриваемая диаграмма содержит истинно
двухпетлевую «скелетную» диаграмму вида:
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𝑘1 𝑘2

𝑘1 + 𝑝 𝑘2 + 𝑝

𝑘1 − 𝑘2
𝑛1 𝑛2

𝑛3 𝑛4
𝑛5

Запишем выражение для свертки этого вклада, воспользовав-
шись стандартными правилами Фейнмана:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
2

𝜇𝜈(𝑝) = −𝑒40
∫︁

𝑑𝑁𝑘1
(2𝜋)𝑁

𝑑𝑁𝑘2
(2𝜋)𝑁

𝒩
𝐷1𝐷2𝐷3𝐷4𝐷5

, (1.70)

где (𝑘1 + 𝑝)2 = −𝐷1, (𝑘2 + 𝑝)2 = −𝐷2, 𝑘
2
1 = −𝐷3, 𝑘

2
2 = −𝐷4,

(𝑘1 − 𝑘2)
2 = −𝐷5 и числитель подынтегрального выражения

представляет собой следующий шпур от произведения матриц
Дирака:

𝒩 = Sp{𝛾𝜇 (𝑘2 + 𝑝)𝛾𝜈 (𝑘1 + 𝑝)𝛾𝜇 𝑘1 𝛾
𝜈 𝑘2}. (1.71)

Скалярные произведения можно исключить, использовав со-
отношения:

2(𝑝𝑘1) = 𝑝2 +𝐷3 −𝐷1, 2(𝑝𝑘2) = 𝑝2 +𝐷4 −𝐷2,

2(𝑘1𝑘2) = 𝐷5 −𝐷3 −𝐷4. (1.72)

Все произведения 𝐷𝑖𝐷𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗) в числителе, за исключением
𝐷1𝐷4 и 𝐷2𝐷3, могут быть отброшены, поскольку соответствую-
щие им интегралы обращаются в нуль. После вычисления шпура
с учетом этих упрощений получим следующий результат:

𝒩 =− 2 (𝑁 − 2) [(𝑁 − 4) (𝐷1𝐷4 +𝐷2𝐷3)+

+2𝑝2 (𝐷1 +𝐷2 +𝐷3 +𝐷4) + 2𝐷2
5 + (𝑁 − 8) 𝑝2𝐷5 + 2

(︀
𝑝2
)︀2]︁

,

а второй вклад в след поляризационного оператора преобразует-
ся к виду:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
2

𝜇𝜈(𝑝) =− 𝑒40
(︀
−𝑝2

)︀1−2𝜀

(4𝜋)4−2𝜀
2 (𝑁 − 2) [2 (𝑁 − 4)𝐺(0, 1, 1, 0, 1)−

− 8𝐺(0, 1, 1, 1, 1) + 2𝐺(1, 1, 1, 1,−1)−
− (𝑁 − 8)𝐺(1, 1, 1, 1, 0) + 2𝐺(1, 1, 1, 1, 1)] ,

(1.73)
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где константы𝐺(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4, 𝑛5) определяются следующим двух-
петлевым интегралом:

∫︁
𝑑𝑁𝑘1
(2𝜋)𝑁

𝑑𝑁𝑘2
(2𝜋)𝑁

1

𝐷𝑛1
1 𝐷𝑛2

2 𝐷𝑛3
3 𝐷𝑛4

4 𝐷𝑛5
5

= (1.74)

= − 1

(4𝜋)𝑁
(︀
−𝑝2

)︀𝑁/2−𝑛1−𝑛2−𝑛3−𝑛4−𝑛5 𝐺(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4, 𝑛5).

В выражении (1.73) две константы тривиальны:

𝐺(1, 1, 1, 1, 0) = 𝐺2
1, 𝐺(0, 1, 1, 0, 1) = 𝐺2,

а третья вычисляется достаточно просто:

𝐺(0, 1, 1, 1, 1) = 𝐺(1, 1)𝐺(1, 3−𝑁/2) = 3𝑁 − 8

𝑁 − 4
𝐺2,

где было использовано соотношение (1.67).
Единственный действительно двухпетлевой интеграл

𝐺(1, 1, 1, 1, 1) был вычислен ранее. Он определяется выражением:

𝐺(1, 1, 1, 1, 1) = (1.75)

=
2

𝑁 − 4

[︂
(3𝑁 − 8) (3𝑁 − 10)

𝑁 − 4
𝐺2 − (𝑁 − 3)𝐺2

1

]︂
.

Не представляет особого труда разложить эту константу в ряд
по 𝜀, воспользовавшись соотношением:

Γ(1 + 2𝜀) Γ2(1− 2𝜀)

Γ2(1 + 𝜀) Γ(1− 𝜀) Γ(1− 3𝜀)
= 1− 6𝜁3𝜀

3 + · · · , (1.76)

где значения 𝜁-функции Римана для целочисленного аргумента 𝑘
обозначены как 𝜁𝑘 ≡ 𝜁(𝑘). В итоге для искомой константы в
пределе 𝜀→ 0 приходим к следующему простому результату:

𝐺(1, 1, 1, 1, 1) = 6𝜁3 + · · · . (1.77)

Наконец, остался интеграл 𝐺(1, 1, 1, 1,−1), который можно
представить в виде произведения двух однопетлевых интегралов,
если в числителе дополнительная зависимость от импульсов ин-
тегрирования отсутствует. Вычислим этот интеграл и докажем,
что это утверждение действительно выполняется.

𝐺(1, 1, 1, 1,−1) = − 1

𝜋𝑁

∫︁
𝑑𝑁𝑘1
𝐷1𝐷3

𝑑𝑁𝑘2
𝐷2𝐷4

=
[︀
−(𝑘1 − 𝑘2)2

]︀

= − 2

𝜋𝑁

∫︁
𝑘𝜇1 𝑑

𝑁𝑘1
𝐷1𝐷3

∫︁
𝑘2𝜇 𝑑

𝑁𝑘2
𝐷2𝐷4

.
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Оба векторных интеграла направлены вдоль 4-вектора 𝑝𝜇, по-
этому после их проецирования на 𝑝𝜇 приходим к результату:

𝐺(1, 1, 1, 1,−1) = (1.78)

= − 2

𝜋𝑁 𝑝2

∫︁
(𝑘1𝑝) 𝑑

𝑁𝑘1
𝐷1𝐷3

∫︁
(𝑘2𝑝) 𝑑

𝑁𝑘2
𝐷2𝐷4

= −1
2
𝐺2

1.

С учетом вышеизложенного получаем следующее выражение
для второго вклада в след поляризационного оператора фотона:

𝑔𝜇𝜈 𝒫 (2)
2

𝜇𝜈 =
𝑒40(−𝑝2)𝑁−3

(4𝜋)𝑁
2 (𝑁 − 2)

(𝑁 − 4)2
× (1.79)

×
[︀
(𝑁 − 4)

(︀
𝑁 2 − 7𝑁 + 16

)︀
𝐺2

1−
− 2

(︀
𝑁 3 − 6𝑁 2 + 20𝑁 − 32

)︀
𝐺2

]︀
.

Рассмотренные вклады в 𝒫 (2)
𝜇𝜈 (𝑝) по отдельности содержат про-

дольную составляющую, которая сокращается после их сумми-
рования, т. е. поляризационный оператор в двухпетлевом при-
ближении, как и следут из общих соображений, ортогонален 4-
импульсу фотона 𝑝𝜇. Окончательно, из суммы двух вкладов в
след поляризационного оператора:

𝒫 (2)(𝑝2) = − 𝑔𝜇𝜈
(𝑁 − 1) (−𝑝2)

[︁
2𝒫 (2)

1
𝜇𝜈 + 𝒫 (2)

2
𝜇𝜈
]︁
,

можно получить следующее выражение:

𝒫 (2)(𝑝2) =
𝑒40
(︀
−𝑝2

)︀−2𝜀

(4𝜋)4−2𝜀
4 (1− 𝜀)
𝜀2 (3− 2𝜀)

× (1.80)

×
[︀
𝜀
(︀
2− 𝜀+ 2𝜀2

)︀
𝐺2

1 + 4 (1− 2𝜀)
(︀
2− 2𝜀+ 𝜀2

)︀
𝐺2

]︀
.

Напомним, что поляризационный оператор 𝒫(𝑝2) в однопет-
левом приближении имеет вид:

𝒫 (1)(𝑝2) = −𝑒
2
0

(︀
−𝑝2

)︀−𝜀

(4𝜋)2−𝜀
4 (1− 𝜀)
3− 2𝜀

𝐺1. (1.81)

Задания для самостоятельной работы

1. Вычислить поправку к массе электрона в однопетлевом при-
ближении в 𝑀𝑆 - схеме и аномальную размерность массы.
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2. Вычислить поляризационный оператор фотона в однопетле-
вом приближении в 𝑀𝑆 - схеме.

3. Найти зависимость постоянной тонкой структуры от мас-
штаба энергии 𝜇.

2. Радиационные поправки

Задание 2.1. Доказать, что Σ(𝑝) и Λ𝛼(𝑝, 𝑝, 0), вычисленные
в однопетлевом приближении, удовлетворяют тождеству Уорда:

𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝𝛼
= Λ𝛼(𝑝, 𝑝, 0). (2.1)

Решение

Выражение дляΣ(𝑝) определено формулой (1.18) в задании 1.3:

Σ(𝑝) = − 𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝜆2
𝛾𝜇 (𝑝− 𝑘 +𝑚) 𝛾𝜇

(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2
. (2.2)

Заметим, что зависимость от импульса 𝑝𝛼 имеется только в
электронном пропагаторе 𝑆(𝑝−𝑘). Найдем производную от 𝑆(𝑝−
𝑘) по 𝑝𝛼. Для этого продифференцируем выражение 𝑆(𝑝−𝑘)𝑆−1(𝑝−
𝑘) = 1 по 𝑝𝛼:

𝜕𝑆(𝑝− 𝑘)
𝜕𝑝𝛼

𝑆−1(𝑝− 𝑘) + 𝑆(𝑝− 𝑘) 𝜕𝑆
−1(𝑝− 𝑘)
𝜕𝑝𝛼

= 0

или после умножения справа на 𝑆(𝑝− 𝑘):

𝜕𝑆(𝑝− 𝑘)
𝜕𝑝𝛼

= −𝑆(𝑝− 𝑘) 𝜕𝑆
−1(𝑝− 𝑘)
𝜕𝑝𝛼

𝑆(𝑝− 𝑘).

Зависимость 𝑆−1(𝑝− 𝑘) от импульса тривиальна:

𝑆−1(𝑝− 𝑘) = −𝑖 [(𝑝− 𝑘)𝛼 𝛾𝛼 −𝑚] ,
𝜕𝑆−1(𝑝− 𝑘)

𝜕𝑝𝛼
= −𝑖𝛾𝛼.

Таким образом, производная от электронного пропагатора имеет
вид:

𝜕𝑆(𝑝− 𝑘)
𝜕𝑝𝛼

= 𝑖 𝑆(𝑝− 𝑘) 𝛾𝛼 𝑆(𝑝− 𝑘). (2.3)
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Подставляя в (2.3) явный вид пропагатора электрона:

𝑆(𝑝) =
𝑖(𝑝+𝑚)

𝑝2 −𝑚2
,

получаем следующее выражение:

𝜕

𝜕𝑝𝛼

𝑝− 𝑘 +𝑚

(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2
= −(𝑝− 𝑘 +𝑚) 𝛾𝛼 (𝑝− 𝑘 +𝑚)

[(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2]2
. (2.4)

Используя результат (2.4), можно получить выражение для
производной от ЭСЭД, вычисленной во втором порядке теории
возмущений:

𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝𝛼
= (2.5)

=
𝑒2

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

𝑘2 − 𝜆2
𝛾𝜇 (𝑝− 𝑘 +𝑚) 𝛾𝛼 (𝑝− 𝑘 +𝑚) 𝛾𝜇

[(𝑝− 𝑘)2 −𝑚2]2
.

Сравнивая это выражение с вершинной функцией в однопет-
левом приближении (1.30), в которой надо сделать подстановку
𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝, замечаем, что они тождественны. Это и есть тожде-

ство Уорда. С его помощью можно контролировать вычисления
Σ(𝑝) и Λ𝛼(𝑝, 𝑝, 0). Например, сравнивая результаты вычислений
в задании 1.3 производной 𝜕Σ(𝑝)/𝜕𝑝|𝑝=𝑚 (1.25) и в задании 1.4
вершинной функции Λ𝛼(𝑝, 𝑝, 0) (1.38) и учитывая, что

𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝𝛼
= 𝛾𝛼

𝜕Σ(𝑝)

𝜕𝑝
,

находим, что выражения (1.38) и (1.25) пропорциональны друг
другу, как и следует из тождества Уорда.

Задание 2.2. Написать выражение для формфактора элек-
трона в однопетлевом приближении.

Решение

Электромагнитные формфакторы обусловлены эффективной
нелокальностью электрона в процессе его взаимодействия с элек-
тромагнитным полем. Графически это можно изобразить набо-
ром диаграмм Фейнмана (см. рис. 19).
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= + + + · · ·

Рис. 19. Диаграммы Фейнмана, описывающие взаимодействие электрона
с электромагнитным полем

Амплитуда такого процесса может быть представлена в виде:

ℳ = [𝑢̄(𝑝2) 𝛾
𝛼𝑢(𝑝1)]𝐴𝛼 − 𝑖𝑒 [𝑢̄(𝑝2) Λ𝛼

𝑅 𝑢(𝑝1)]𝐴𝛼 =

= 𝑒 [𝑢̄(𝑝2) Γ
𝛼𝑢(𝑝1)]𝐴𝛼, (2.6)

где введен оператор Γ𝛼, общий вид которого с учетом физических
требований следующий:

Γ𝛼 = 𝐹 (𝑞2) 𝛾𝛼 − 𝑔(𝑞2) 𝜎
𝛼𝛽 𝑞𝛽
2𝑚

. (2.7)

Скалярные функции 𝐹 (𝑞2) и 𝑔(𝑞2) называются электромаг-

нитными формфакторами электрона. В однопетлевом прибли-
жении они определяются вершинной функцией Λ𝛼

𝑅(𝑝1, 𝑝2, 𝑞), вы-
численной ранее (см. формулу (1.36) в задании 1.4).

Из выражения (2.6) видно, что

Γ𝛼 = 𝛾𝛼 − 𝑖Λ𝛼
𝑅,

и с учетом (1.36) можно легко выписать электромагнитные форм-
факторы электрона:

𝐹 (𝑞2) = 1 +
𝛼

4𝜋

⎧
⎨
⎩

(︂
2− 𝑞2

𝑚2

)︂ 1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)

[︂
2 + 2 ln

𝜆

𝑚
− ln 𝑓(𝑦)

]︂
−

−
1∫︁

0

𝑑𝑦 ln 𝑓(𝑦)− 4− 4 ln
𝜆

𝑚

⎫
⎬
⎭ , (2.8)

𝑔(𝑞2) =
𝛼

2𝜋

1∫︁

0

𝑑𝑦

𝑓(𝑦)
, (2.9)
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где введено обозначение:

𝑓(𝑦) = 1− 𝑞2

𝑚2
𝑦 (1− 𝑦). (2.10)

Заметим, что функция 𝑓(𝑦) — знакопеременная при 𝑞2 ≥ 4𝑚2.
В этом случае надо доопределить формфакторы 𝐹 (𝑞2) и 𝑔(𝑞2).
Для этого достаточно сделать замену 𝑚2 → 𝑚2 − 𝑖0, вспомнив
определение пропагатора электрона:

𝑆(𝑝) =
𝑖 (𝑝+𝑚)

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖0
.

При такой замене

𝑓(𝑦) = 1− 𝑞2

𝑚2
𝑦 (1− 𝑦) →

→ 1− 𝑞2

𝑚2 − 𝑖0 𝑦 (1− 𝑦) = 1− 𝑞2 + 𝑖0

𝑚2
𝑦 (1− 𝑦).

Формфакторы 𝐹 (𝑞2) и 𝑔(𝑞2) приобретают смысл аналитиче-
ских функций в комплексной плоскости 𝑞2 с разрезом вдоль ве-
щественной оси при 𝑞2 ≥ 4𝑚2.

4m2

q2

При этом физическими являются верхний берег разреза и вся от-
рицательная часть вещественной оси. Отрезок на вещественной
оси 0 ≤ 𝑞2 ≤ 4𝑚2 – нефизическая область значений перемен-
ной 𝑞2.

Наиболее просто исследуется магнитный формфактор 𝑔(𝑞2).
В области отрицательных значений 𝑞2 интеграл в (2.9) берется в
терминах вещественных элементарных функций:

𝑔(𝑞2) =
𝛼

𝜋

𝑧

sh(2𝑧)
, (2.11)

𝑧 = Arsh

√︂
−𝑞2
4𝑚2

= ln

[︃√︂
−𝑞2
4𝑚2

+

√︂
1− 𝑞2

4𝑚2

]︃
.
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Это выражение легко аналитически продолжить в область зна-
чений переменной 0 ≤ 𝑞2 ≤ 4𝑚2. Для этого достаточно в (2.11)
ввести новую переменную:

𝑧 = 𝑖𝜃, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2
,

после чего выражение для магнитного формфактора приобрета-
ет вид:

𝑔(𝑞2) =
𝛼

𝜋

𝜃

sin(2𝜃)
, 𝜃 = arcsin

√︂
𝑞2

4𝑚2
. (2.12)

Аналогично аналитически продолжим функцию 𝑔(𝑞2) в об-
ласть 𝑞2 > 4𝑚2, помня при этом, что физическая область зна-
чений 𝑞2 – верхний берег разреза в комплексной плоскости 𝑞2.
Для этого в (2.11) достаточно сделать замену:

𝑧 = 𝑣 − 𝑖 𝜋
2
, sh(2𝑧) = sh(2𝑣 − 𝑖𝜋) = − sh(2𝑣).

Такая замена приводит к следующему выражению для 𝑔(𝑞2) при
𝑞2 > 4𝑚2:

𝑔(𝑞2) = −𝛼
𝜋

𝑣 − 𝑖𝜋/2
sh(2𝑣)

, (2.13)

𝑣 = Arch

√︂
𝑞2

4𝑚2
= ln

[︃√︂
𝑞2

4𝑚2
+

√︂
𝑞2

4𝑚2
− 1

]︃
.

Асимптотически при |𝑞2| ≫ 4𝑚2 формулы (2.11) и (2.13) мож-
но объединить в одну и записать в виде:

𝑔(𝑞2) ≃ −𝛼
𝜋

𝑚2

𝑞2

[︂
ln

⃒⃒
⃒⃒ 𝑞

2

𝑚2

⃒⃒
⃒⃒− 𝑖𝜋Θ(𝑞2)

]︂
, (2.14)

где Θ(𝑞2) – функция Хэвисайда.
Формфактор 𝐹 (𝑞2) в элементарных функциях полностью вы-

разить не удается. Приведем здесь только асимптотическое вы-
ражение при |𝑞2| ≫ 𝑚2:

𝐹 (𝑞2) ≃ 1− 𝛼

2𝜋

[︂
ln

⃒⃒
⃒⃒ 𝑞

2

𝑚2

⃒⃒
⃒⃒ ln𝑚

2

𝜆2
+

1

2
ln2
⃒⃒
⃒⃒ 𝑞

2

𝑚2

⃒⃒
⃒⃒
]︂
. (2.15)

Заметим, что формула (2.15) справедлива в дважды логарифми-
ческом приближении, когда ln |𝑞2/𝑚2| ≫ 1.
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Задание 2.3. Вычислить аномальный магнитный момент
электрона, используя электромагнитные формфакторы, рассмот-
ренные в задании 2.2.

Решение

Для нахождения аномального магнитного момента электрона
рассмотрим подробнее амплитуду рассеяния электрона во внеш-
нем постоянном магнитном поле. С учетом нелокальности взаи-
модействия (формфакторов) амплитуда имеет вид:

ℳ = 𝑒 𝑢̄(𝑝2)

[︂
𝐹 (𝑞2)𝛾𝛼 − 𝑔(𝑞2)

𝜎𝛼𝛽 𝑞
𝛽

2𝑚

]︂
𝑢(𝑝1)𝐴

𝛼(𝑞), (2.16)

где 𝐴𝛼(𝑞) – 4-потенциал внешнего электромагнитного поля в им-

пульсном представлении. Для чисто магнитного поля𝐴𝛼 =
(︁
0, 𝐴⃗

)︁
.

Заметим также, что в обкладках между биспинорами имеет ме-
сто следующее матричное соотношение:

𝛾𝛼 =
𝑝𝛼
2𝑚
− 𝜎𝛼𝛽 𝑞

𝛽

2𝑚
, 𝑝 = 𝑝1 + 𝑝2, 𝑞 = 𝑝2 − 𝑝1. (2.17)

С учетом (2.17) перепишем амплитуду рассеяния (2.16) в виде:

ℳ =
𝑒

2𝑚
[𝑢̄(𝑝2)𝑢(𝑝1)] (𝐴𝑝)𝐹 (𝑞

2)− (2.18)

− 𝑒

2𝑚
[𝑢̄(𝑝2) (𝐴𝜎𝑞)𝑢(𝑝1)]

[︀
𝐹 (𝑞2) + 𝑔(𝑞2)

]︀
,

где (𝐴𝜎𝑞) = 𝐴𝛼 𝜎
𝛼𝛽 𝑞𝛽.

Рассмотрим амплитуду (2.18) в системе отсчета, где для 4-
векторов справедливо следующее представление:

𝑝𝜇1 = (𝐸,−𝑞⃗/2) , 𝑝𝜇2 = (𝐸, 𝑞⃗/2) , 𝑝𝜇 = (2𝐸, 0) , 𝑞𝜇 = (0, 𝑞⃗) .

Далее будем рассматривать нерелятивистский предел, когда
|𝑞⃗ | ≪ 𝑚 и 𝐸 ≃ 𝑚. В этом случае биспиноры 𝑢(𝑝1) и 𝑢(𝑝2) суще-
ственно упрощаются:

𝑢(𝑝1,2) =
√
2𝑚

(︂
𝜙1,2

0

)︂
, (2.19)

где 𝜙1,2 – спиноры, описывающие нерелятивистские электроны.
Заметим также, что в этом пределе в случае чисто магнитного
поля амплитуду (2.18) можно представить в виде:

ℳ = −𝑖𝑒
(︁
𝜙†2 𝜎⃗ 𝜙1

)︁ [︁
𝑞⃗ × 𝐴⃗

]︁ {︀
𝐹 (−𝑞⃗ 2) + 𝑔(−𝑞⃗ 2)

}︀
.
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Учитывая, что вектор индукции магнитного поля 𝐻⃗(𝑞⃗) = 𝑖
[︁
𝑞⃗ × 𝐴⃗

]︁

и значение формфактора 𝐹 (0) = 1 (это следует из (2.8) при
𝑞2 = −𝑞⃗ 2 → 0), окончательно получаем:

ℳ = −𝑒
(︁
𝜙†2 𝜎⃗ 𝜙1

)︁
𝐻⃗(𝑞⃗) [1 + 𝑔(0)] . (2.20)

Сравним эту амплитуду с амплитудой рассеяния в электро-
статическом поле. В этом случае из (2.18) следует:

ℳ = 2𝑚𝑒
(︁
𝜙†2𝜙1

)︁
Φ, (2.21)

где учтено, что электростатическое поле описывается четырех-

мерным электромагнитным потенциалом 𝐴𝜇 =
(︁
Φ, 0⃗

)︁
. Так как

амплитуда рассеяния пропорциональна энергии заряда в поле,
то, сравнивая (2.20) и (2.21), замечаем, что электрону в магнит-
ном поле можно приписать потенциальную энергию:

𝑈mag = −
(︁
𝜇⃗𝑒𝐻⃗

)︁
=

𝑒

2𝑚

(︁
𝜙†2 𝜎⃗ 𝜙1

)︁
𝐻⃗ [1 + 𝑔(0)] .

Это означает, что он обладает магнитным моментом:

𝜇𝑒 = −𝜇B [1 + 𝑔(0)] ,

где 𝜇B = 𝑒/(2𝑚) — магнетон Бора (𝜇B = 𝑒~/(2𝑚𝑐) в гауссовой
системе единиц). Здесь также учтено, что заряд электрона, рав-
ный −𝑒, отрицателен.

Значение магнитного формфактора 𝑔(𝑞2) при 𝑞2 = 0 находим
из формулы (2.11) в пределе 𝑧 → 0:

𝑔(0) ≡ 𝑎𝑒 =
𝛼

2𝜋
.

В итоге получим значение магнитного момента электрона в од-
нопетлевом приближении:

𝜇𝑒 = −𝜇B
(︁
1 +

𝛼

2𝜋

)︁
. (2.22)

Из формулы (2.22) видно, что за счет квантовых эффектов
электрон обладает дополнительным, по сравнению с дираков-
ским 𝜇B, аномальным магнитным моментом:

Δ𝜇(1)𝑒 = −𝜇B 𝑎𝑒 = −𝜇B
𝛼

2𝜋
. (2.23)
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Аномальный магнитный момент 𝑎𝑒, обусловленный эффекта-
ми квантовой электродинамики, был вычислен Ю. Швингером в
1948 г. сразу после экпериментального обнаружения П. Кашем и
Г. Фоли в 1947 г. отклонения магнитного момента электрона от
удвоенного значения магнетона Бора, предсказываемого теорией
Дирака. В настоящее время значение аномального магнитного
момента электрона в рамках квантовой электродинамики вычис-
лено в пятом порядке теории возмущений по постоянной тонкой
структуры (в приближении пяти петель):

𝑎𝑒(𝑄𝐸𝐷) = (2.24)

= 𝑎(2)𝑒

𝛼

𝜋
+ 𝑎(4)𝑒

(︁𝛼
𝜋

)︁2
+ 𝑎(6)𝑒

(︁𝛼
𝜋

)︁3
+ 𝑎(8)𝑒

(︁𝛼
𝜋

)︁4
+ 𝑎(10)𝑒

(︁𝛼
𝜋

)︁5
,

причем 𝑎
(2)
𝑒 , 𝑎

(4)
𝑒 и 𝑎

(6)
𝑒 вычислены аналитически, для 𝑎

(8)
𝑒 и 𝑎

(10)
𝑒

имеются численные оценки. Следует отметить, что это выраже-
ние необходимо дополнить вкладами петлевых диаграмм, обу-
словленных сильными и слабыми взаимодействиями, однако для
электрона эти вклады не существенны и аномальный магнитный
момент практически полностью определяется квантовой элек-
тродинамикой. Основной вклад в аномальный магнитный мо-
мент за счет слабых взаимодействий будет рассмотрен далее в
задании 3.3. Приведем оценку аномального магнитного момента
электрона:

𝑎th𝑒 = (1 159 652 181.78± 0.77)× 10−12, (2.25)

полученную группой Т. Киношиты в 2012 г., причем указанная
неопределенность происходит от ошибки измерения постоянной
тонкой структуры 𝛼−1 = 137.035 999 049± 0.000 000 090. Сравне-
ние с экспериментальным значением удобно представить в виде
разности:

𝑎exp𝑒 − 𝑎th𝑒 = (−1.02± 0.82)× 10−12, (2.26)

что наглядно демонстрирует хорошее согласие громоздких тео-
ретических расчетов, проводимых на протяжении нескольких де-
сятилетий, с экспериментом.
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Задание 2.4. Рассмотреть квантовые радиационные поправ-
ки, возникающие при взаимодействии двух точечных классиче-
ских зарядов, т. е. поправки к закону Кулона.

Решение

Закон Кулона описывает взаимодействие двух точечных клас-
сических зарядов, причем потенциальная энергия их взаимодей-
ствия равна:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

4𝜋𝑅
, (2.27)

где 𝑄 и 𝑞 – величины зарядов, а 𝑅 – расстояние между ними.
Напомним, что используется система Хэвисайда, поэтому в фор-
муле (2.27) и появился множитель 1/(4𝜋).

Покажем, что закон Кулона можно получить как результат
взаимодействия зарядов 𝑄 и 𝑞 друг с другом через квантованное
электромагнитное поле.

Лагранжиан взаимодействия классических зарядов с электро-
магнитным полем имеет вид:

ℒint(𝑥) = −𝑗(𝑄)
𝜇 (𝑥)𝐴𝜇(𝑥)− 𝑗(𝑞)𝜇 (𝑥)𝐴𝜇(𝑥), (2.28)

где𝐴𝜇(𝑥)— оператор электромагнитного поля, а 𝑗
(𝑄)
𝜇 (𝑥) и 𝑗

(𝑞)
𝜇 (𝑥)—

четырехмерные токи неподвижных зарядов 𝑄 и 𝑞:

𝑗(𝑄)
𝜇 = (𝑄𝛿(𝑟⃗), 0) , 𝑗(𝑞)𝜇 =

(︁
𝑞𝛿(𝑟⃗ − 𝑅⃗), 0

)︁
. (2.29)

Начало системы координат выбрано в точке трехмерного про-
странства, где находится заряд 𝑄.

Рассмотрим 𝑆-матричный элемент между состояниями, где
отсутствуют какие-либо кванты полей, а есть только два клас-
сических заряда 𝑄 и 𝑞 (с точки зрения квантованных полей оба
эти состояния вакуумные). Такому матричному элементу соот-
ветствует диаграмма Фейнмана на рис. 20, и его величина от-
лична от нуля, только начиная со второго порядка теории воз-
мущений:

𝑆
(2)
𝑖𝑓 = 𝑖2

∫︁
𝑗(𝑄)
𝜇 (𝑥1) 𝑗

(𝑞)
𝜈 (𝑥)𝐷𝜇𝜈(𝑥− 𝑥1) 𝑑4𝑥 𝑑4𝑥1,

где 𝐷𝜇𝜈(𝑥 − 𝑥1) — пропагатор электромагнитного поля в коор-
динатном представлении. Это выражение для S-матричного эле-
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Q q

Рис. 20. Диаграмма Фейнмана, описывающая взаимодействие двух точеч-
ных зарядов 𝑄 и 𝑞

мента также можно записать в форме:

𝑆
(2)
𝑖𝑓 = −𝑖

∫︁
𝑗(𝑞)𝜈 (𝑥)𝐴(𝑄)𝜈(𝑥) 𝑑4𝑥 ≡ 𝑆

eff(1)
𝑖𝑓 , (2.30)

где введено обозначение:

𝐴(𝑄)𝜈(𝑥) = −𝑖
∫︁
𝑗(𝑄)
𝜇 (𝑥1)𝐷

𝜇𝜈(𝑥− 𝑥1) 𝑑4𝑥1. (2.31)

𝑆-матричный элемент (2.30) можно понимать как эффективный
𝑆-матричный элемент первого порядка с эффективным лагран-
жианом взаимодействия:

ℒeff
int(𝑥) = −𝑗(𝑞)𝜈 (𝑥)𝐴(𝑄)𝜈(𝑥), (2.32)

которому соответствует гамильтониан (плотность функции Га-
мильтона):

ℋ(𝑥) = −ℒeff
int(𝑥) = 𝑗(𝑞)𝜈 (𝑥)𝐴(𝑄)𝜈(𝑥).

Таким образом, для двух зарядов, находящихся на расстоя-
нии 𝑅 друг от друга, энергию взаимодействия, возникающую за
счет обмена квантовым электромагнитным полем, можно запи-
сать в виде:

𝑈(𝑅) =

∫︁
ℋ(𝑥) 𝑑3𝑟 = −𝑖

∫︁
𝑑3𝑟𝑑4𝑥1 𝑗

(𝑞)
𝜈 (𝑥) 𝑗(𝑄)

𝜇 (𝑥1)𝐷𝜇𝜈(𝑥− 𝑥1).

Воспользовавшись представлением пропагатора фотона в форме
четырехкратного интеграла Фурье и явным видом токов (2.29),
получим:

𝑈(𝑅) = − 𝑖𝑄𝑞

(2𝜋)4

∫︁
𝑑4𝑘

∫︁
𝑑3𝑟 𝑑3𝑟1 𝑑𝑡1 𝛿(𝑟⃗1) 𝛿(𝑟⃗ − 𝑅⃗) ×

×𝑒−𝑖𝑘0(𝑡−𝑡1) 𝑒𝑖𝑘⃗(𝑟⃗−𝑟⃗1)𝐷00(𝑘).
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По переменным 𝑟⃗1, 𝑡1 и 𝑟⃗ можно легко проинтегрировать, не за-
трагивая явного вида 𝐷00(𝑘):

𝑈(𝑅) = − 𝑖𝑄𝑞

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘 𝑑𝑘0 𝛿(𝑘0)𝐷00(𝑘) 𝑒

𝑖(𝑘⃗𝑅⃗). (2.33)

Пропагатор фотона в импульсном представлении 𝐷𝜇𝜈(𝑘) име-
ет вид:

𝐷𝜇𝜈(𝑘) = −
𝑖𝑔𝜇𝜈
𝑘2

+ 𝑘𝜇 𝑘𝜈 𝑑𝐿(𝑘
2),

где 𝑑𝐿(𝑘
2) — произвольная функция. Заметим далее, что 𝑔00 = 1

и

𝐷00(𝑘) 𝛿(𝑘0) = (2.34)

=

[︃
−𝑖𝑔00
𝑘20 − 𝑘⃗ 2

+ 𝑘20 𝑑𝐿(𝑘
2
0 − 𝑘⃗ 2)

]︃
𝛿(𝑘0) =

𝑖

𝑘⃗ 2
𝛿(𝑘0).

Подставив (2.34) в (2.33) и проинтегрировав по переменной 𝑘0,
получим:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘

𝑘⃗ 2
𝑒𝑖(𝑘⃗𝑅⃗). (2.35)

Дальнейшее интегрирование удобно проводить в сферической
системе координат, если ось 𝑂𝑧 в пространстве вектора 𝑘⃗ напра-
вить по 𝑅⃗. В этом случае выражение (2.35) не содержит явной
зависимости от угла 𝜙 и интегрирование по углу 𝜙 даст мно-
житель 2𝜋, и выражение для энергии (2.35) можно привести к
однократному интегралу:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

(2𝜋)2

∞∫︁

0

𝑑𝑘

1∫︁

−1

𝑒𝑖𝑘𝑅𝑢 𝑑𝑢 =
𝑄𝑞

2𝜋2𝑅

∞∫︁

0

𝑑𝑧

𝑧
sin 𝑧,

где 𝑢 = cos 𝜃 и 𝑧 = 𝑘𝑅. Подставив табличное значение интеграла
по 𝑧: ∞∫︁

0

𝑑𝑧

𝑧
sin 𝑧 =

𝜋

2
,

воспроизведем выражение для закона Кулона (2.27) в системе
Хэвисайда. Заметим при этом, что мы использовали только дре-
весную диаграмму.
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Радиационные поправки сводятся к замене древесного пропа-
гатора 𝐷𝜇𝜈(𝑥) на точный 𝐺

𝛾
𝜇𝜈(𝑥). В этом случае вместо форму-

лы (2.34) будем иметь:

𝐺𝛾
00(𝑘) 𝛿(𝑘0) =

−𝑖𝛿(𝑘0)
𝑘2 + 𝑖𝒫𝑅(𝑘2)

=
𝑖𝛿(𝑘0)

𝑘⃗ 2 − 𝑖𝒫𝑅(−𝑘⃗ 2)
. (2.36)

Подставив функцию (2.36) в (2.33), получим следующее выра-
жение для энергии:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

(2𝜋)3

∫︁
𝑑3𝑘 𝑒𝑖(𝑘⃗𝑅⃗)

𝑘⃗ 2 − 𝑖𝒫𝑅(−𝑘⃗ 2)
. (2.37)

В выражении (2.37) интегралы по углам 𝜙 и 𝜃 сферической си-
стемы легко вычисляются и выражение для энергии может быть
преобразовано к интералу по переменной 𝑧 = 𝑘𝑅:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

2𝜋2𝑅

∞∫︁

0

𝑑𝑧

𝑧

sin 𝑧

1− 𝑖 (𝑅2/𝑧2)𝒫𝑅(−𝑧2/𝑅2)
. (2.38)

Подставив в (2.38) явное выражение для перенормированной
ФСЭД (1.58), вычисленное ранее в задании 1.6, получим:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

2𝜋2𝑅

∞∫︁

0

𝑑𝑧

𝑧
sin 𝑧 × (2.39)

×

⎡
⎣1− 2𝛼

𝜋

1∫︁

0

𝑑𝑥 𝑥 (1− 𝑥) ln
(︂
1 +

𝑧2 𝑥 (1− 𝑥)
𝑚2𝑅2

)︂⎤
⎦
−1

.

Такой интеграл в общем случае вычислить невозможно. Од-
нако его асимптотическое поведение в зависимости от 𝑅 можно
исследовать относительно легко. Характерным размером в (2.39)
является комптоновская длина волны электрона 𝜆𝑒 = 1/𝑚 =
3.66× 10−11 см.

При сравнении 𝑅 с 𝜆𝑒 возможны два случая.

1-й случай: макроскопические расстояния 𝑅≫ 𝜆𝑒 или 𝑚𝑅≫
1. В этом случае в знаменателе (2.39) ln

[︀
1 + 𝑧2 𝑥 (1− 𝑥)/(𝑚2𝑅2)

]︀
→

0 и восстанавливается закон Кулона (2.27).
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2-й случай: микроскопические расстояния 𝑅≪ 𝜆𝑒 или 𝑚𝑅≪
1. В этом случае интеграл по 𝑥 в выражении (2.39) легко вычис-
ляется:

1∫︁

0

𝑑𝑥 𝑥 (1− 𝑥) ln
[︂
1 +

𝑧2 𝑥 (1− 𝑥)
𝑚2𝑅2

]︂
≃ 1

3

(︂
ln

𝑧

𝑚𝑅
− 5

6

)︂
.

Далее можно воспользоваться теоремой о среднем:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

4𝜋𝑅

[︂
1− 2𝛼

3𝜋

(︂
ln

𝑧

𝑚𝑅
− 5

6

)︂]︂−1
, (2.40)

где 𝑧 – среднее значение переменной 𝑧 в интеграле типа (2.39).
Важно, что это некоторое фиксированное число. Окончательно
энергию взаимодействия двух классических точечных зарядов 𝑄
и 𝑞 можно записать в виде:

𝑈(𝑅) =
𝑄𝑞

4𝜋𝑅

[︂
1− 2𝛼

3𝜋
ln

𝑎

𝑚𝑅

]︂−1
, (2.41)

где 𝑎 = 𝑧 𝑒−5/6.
Таким образом, из формулы (2.41) видно, что энергия взаи-

модействия растет с уменьшением расстояния между зарядами
быстрее, чем по закону Кулона. Полученный эффект – проявле-
ние поляризации электрон-позитронного вакуума, приводящей к
экранировке заряда. В результате квадрат заряда зависит от рас-
стояния 𝑅 по формуле:

𝑄2(𝑅) = 𝑄2

[︂
1− 2𝛼

3𝜋
ln

𝑎

𝑚𝑅

]︂−1
.

Следует отметить, что аналогичное явление экранировки име-
ет место и для заряда электрона. Можно ввести «бегущий» за-
ряд электрона, а следовательно, и «бегущую» постоянную тонкой
структуры 𝛼(𝑅):

𝛼(𝑅) = 𝛼

[︂
1− 2𝛼

3𝜋
ln

𝑎

𝑚𝑅

]︂−1
,

откуда можно найти связь между 𝛼(𝑟1) и 𝛼(𝑟2):

𝛼(𝑟2) = 𝛼(𝑟1)

[︂
1− 𝛼(𝑟1)

3𝜋
ln
𝑟21
𝑟22

]︂−1
. (2.42)
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Если учесть, кроме поляризации электрон-позитронного ва-
куума, поляризацию вакуума, обусловленную другими заряжен-
ными полями, то в (2.42) перед логарифмом появится дополни-
тельный множитель, равный 𝑁 =

∑︀
𝑖𝑄

2
𝑖 , где 𝑄𝑖 — электрические

заряды частиц в долях элементарного и суммирование ведется по
частицам, для которых комптоновские длины волн удовлетворя-
ют условию 𝜆𝑖 = 1/𝑚𝑖 ≫ 𝑟1,2.

Задания для самостоятельной работы

1. Вычислить сечение рассеяние фотона на фотоне.

2. Вычислить радиационное смещение уровней атома водорода
(лембовский сдвиг).

3. Вычислить радиационное смещение уровней мезоатома, со-
стоящего из протона и мюона.

3. Электрослабые процессы

Задание 3.1. Рассмотрев аналитические свойства ФСЭД и
обобщив их на случай произвольной частицы, рассмотреть резо-
нансное рассеяние.

Решение

Выпишем ФСЭД, вычисленную в задании 1.6:

𝒫𝑅(𝑘
2) =

2𝑖𝛼

𝜋
𝑘2

1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥) ln
[︂
1− 𝑥 (1− 𝑥) 𝑘

2

𝑚2

]︂
𝑑𝑥.

Из этого выражения видно, что 𝒫𝑅(𝑘
2) – аналитическая функ-

ция в комплексной плоскости переменной 𝑘2 с разрезом вдоль
вещественной оси 𝑘2 ≥ 4𝑚2. Введем массовый оператор:

𝜇(𝑘2) ≡ −𝑖𝒫𝑅(𝑘
2), (3.1)

для которого можно записать следующее выражение:

𝜇(𝑘2) =
2𝛼

𝜋
𝑘2

1∫︁

0

𝑥 (1− 𝑥) ln
⃒⃒
⃒⃒1− 𝑥 (1− 𝑥) 𝑘

2

𝑚2

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑥−

− 𝑖Θ
(︀
𝑘2 − 4𝑚2

)︀ 𝛼
3

(︀
𝑘2 + 2𝑚2

)︀
√︂

1− 4𝑚2

𝑘2
, (3.2)
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где Θ
(︀
𝑘2 − 4𝑚2

)︀
– функция Хэвисайда, учитывающая анали-

тическое продолжение логарифма на физический лист. Точка
𝑘2 = 4𝑚2 выделена физически тем, что виртуальный фотон при
𝑘2 ≥ 4𝑚2 может распадаться на электрон-позитронную пару.

Покажем, что мнимая часть массового оператора пропорцио-
нальна ширине распада 𝛾* → 𝑒−𝑒+ такого фотона, обладающего
эффективной массой 𝑚𝛾 =

√
𝑘2. Амплитуда распада фотона сле-

дующая:

ℳ𝛾*→𝑒−𝑒+ = 𝑒 [𝑢̄(𝑝−)𝛾
𝛼𝑢(−𝑝+)] 𝜀(𝜆)𝛼 (𝑘),

где 𝑝𝜇− и 𝑝𝜇+ – четырехмерные импульсы электрона и позитро-

на соответственно, 𝜀
(𝜆)
𝛼 (𝑘) – 4-вектор поляризации виртуального

массивного фотона, характеризуемый индексом 𝜆 = 0,±1, нуме-
рующим три возможные поляризации.

Квадрат матричного элемента вычисляется с использованием
стандартной техники, причем матрица плотности фотона, усред-
ненная по трем поляризациям, имеет вид:

1

3
𝜌(𝛾)𝜇𝜈 (𝑘) =

1

3

∑︁

𝜆=0,±1
𝜀(𝜆)𝜇 (𝑘)𝜀(𝜆)*𝜈 (𝑘) = −1

3

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂
.

С учетом этого получим:

1

3

∑︁

𝜆=0,±1
|ℳ𝛾*→𝑒−𝑒+|2 =

16𝜋𝛼

3

(︀
𝑘2 + 2𝑚2

)︀
.

Фазовый объем двух электронов мы уже фактически вычис-
лили во введении (см. (0.28), где 𝑝2𝑖 = 𝑘2).

Полная вероятность распада в единицу времени, которая на-
зывается шириной распада, имеет следующий вид:

Γ𝛾*→𝑒−𝑒+(𝑘
2) =

𝛼

3
√
𝑘2

√︂
1− 4𝑚2

𝑘2
(︀
𝑘2 + 2𝑚2

)︀
Θ
(︀
𝑘2 − 4𝑚2

)︀
, (3.3)

где Θ
(︀
𝑘2 − 4𝑚2

)︀
– функция Хэвисайда, возникшая в результате

интегрирования по фазовому пространству электрон-позитронной
пары с учетом законов сохранения энергии и импульса. Сравни-
вая выражения (3.2) и (3.3), замечаем:

Im𝜇(𝑘2) = −
√
𝑘2 Γ𝛾*→𝑒−𝑒+(𝑘

2). (3.4)
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Здесь учтен только вклад электронов и позитронов в полную ши-
рину распада фотона Γtot(𝑘

2). Этому соответствует тот факт, что
в ФСЭД учтена только диаграмма с виртуальными электронами.
На самом деле надо учесть и электрически заряженные другие
поля:

и, соответственно, в мнимой части массового оператора фотона
появятся слагаемые, описывающие также распад на мюонную па-
ру 𝛾* → 𝜇−𝜇+ при 𝑘2 ≥ 4𝑚2

𝜇, на пару 𝑢-кварков 𝛾
* → 𝑢̄𝑢 при

𝑘2 ≥ 4𝑚2
𝑢, на пару 𝑑-кварков 𝛾* → 𝑑𝑑 при 𝑘2 ≥ 4𝑚2

𝑑 и т. д. В
этом случае говорят, что с ростом 𝑘2 открываются новые каналы
распада виртуального фотона. С учетом этого точный фотонный
пропагатор можно записать в виде:

𝐺𝛾
𝑅(𝑘

2) =
−𝑖

𝑘2 − Re𝜇(𝑘2) + 𝑖
√
𝑘2 Γtot(𝑘2)

, (3.5)

где Γtot(𝑘
2) – полная ширина распада виртуального фотона по

всем открытым каналам.
Записанный в такой форме точный пропагатор фотона мож-

но обобщить на случай произвольной виртуальной частицы, по
крайней мере в окрестности массовой поверхности. Действитель-
но, точный пропагатор можно записать в следующем виде:

𝐺𝑅(𝑝) =
−𝑖 𝜌(𝑝)

𝑝2 −𝑚2 − Re𝜇(𝑝2) + 𝑖
√︀
𝑝2 Γ(𝑝2)

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑝2→𝑚2

, (3.6)

где 𝜌(𝑝) – матрица плотности соответствующей частицы. С уче-
том перенормировки массы Re𝜇(𝑝2)→ 0 при 𝑝2 → 𝑚2, поэтому в
знаменателе выражения (3.6) для пропагатора можно пренебречь
Re𝜇(𝑝2) по сравнению с

√︀
𝑝2 Γ(𝑝2), если частица на массовой по-

верхности может распадаться без нарушения законов сохранения
энергии и импульса. С учетом этих замечаний получим следую-
щее выражение для точного пропагатора:

𝐺𝑅(𝑝) ≃
−𝑖 𝜌(𝑝)

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖𝑚Γ(𝑚2)
. (3.7)
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Рассмотрим теперь процесс рассеяния, идущий через одноча-
стичное состояние, когда промежуточная частица – векторный
бозон с массой 𝑚, а квадрат ее 4-импульса 𝑠 = 𝑘2 = (𝑝1 + 𝑝2)

2,
где 𝑝𝑖 – четырехмерные импульсы сталкивающихся частиц, бли-
зок к 𝑚2. Этот процесс можно изобразить следующей диаграм-
мой Фейнмана:

которой соответствует инвариантный матричный элемент:

ℳ = 𝑖𝐽 (𝑓)
𝛼 𝐺𝛼𝛽

𝑅 (𝑘)𝑗
(𝑖)
𝛽 , (3.8)

где 𝑗
(𝑖)
𝛼 и 𝐽

(𝑓)
𝛼 – токи начальных и конечных частиц. Далее, в соот-

ветствии с общими правилами, находим сечение такого процесса:

𝜎𝑖𝑓 =
(2𝜋)4

4
√︀
(𝑝1𝑝2)2 −𝑚2

1𝑚
2
2

∫︁
|ℳ|2 𝑑Φ𝑓 . (3.9)

Это выражение содержит интеграл по фазовому объему конеч-
ных частиц:

𝐽
(𝑓)
𝛼𝛽 =

∑︁

𝜆𝑓

∫︁
𝐽 (𝑓)
𝛼 𝐽

(𝑓)*
𝛽 𝑑Φ𝑓 , (3.10)

где суммирование и интегрирование ведутся по поляризациям
и импульсам рассматриваемых частиц. Этот интеграл зависит
только от 4-импульса 𝑘𝜇 промежуточной частицы и может быть
представлен в следующем виде:

𝐽
(𝑓)
𝛼𝛽 = 𝐴𝑓(𝑠) 𝑔𝛼𝛽 +𝐵𝑓(𝑠) 𝑘𝛼𝑘𝛽. (3.11)

Здесь 𝐴𝑓(𝑠) выражается через ширину распада Γ𝑓 промежуточ-
ной частицы в конечное состояние |𝑓⟩. Действительно, амплитуду
такого распада можно записать как

ℳ𝑓 = 𝐽 (𝑓)
𝛼 𝜀(𝜆)𝛼 (𝑘), (3.12)

74



где 𝜀
(𝜆)
𝛼 – вектор поляризации промежуточного бозона, а 𝜆 –

индекс, нумерующий три поляризации, по которым необходимо
усреднить. Для ширины распада находим:

Γ𝑓 =
(2𝜋)4

2
√
𝑠
𝐽
(𝑓)
𝛼𝛽

1

3
𝜌𝛼𝛽(𝑘) =

=
(2𝜋)4

6
√
𝑠
[𝐴𝑓(𝑠) 𝑔𝛼𝛽 +𝐵𝑓(𝑠) 𝑘𝛼𝑘𝛽] 𝜌

𝛼𝛽(𝑘) = −(2𝜋)
4

2
√
𝑠
𝐴𝑓(𝑠).

Здесь учтено, что матрица плотности 𝜌𝛼𝛽(𝑘) ортогональна 4-вектору
𝑘𝛼, т. е. 𝑘𝛼𝜌𝛼𝛽(𝑘) = 0. Таким образом, для искомой функции𝐴𝑓(𝑠)
получается следующее выражение:

𝐴𝑓(𝑠) = −
2
√
𝑠

(2𝜋)4
Γ𝑓 . (3.13)

Слагаемое с 𝑘𝛼𝑘𝛽 в (3.11) не работает, и 𝐵𝑓(𝑠) нам не требует-
ся. Подставив (3.11) с учетом (3.13) в выражение для сечения
рассеяния (3.9), получим:

𝜎𝑖𝑓 =
(2𝜋)4

4
√︀

(𝑝1𝑝2)2 −𝑚2
1𝑚

2
2

𝑗
(𝑖)
𝛼 𝑗

(𝑖)*
𝛽 𝜌𝛼𝜇(𝑘) 𝐽

(𝑓)
𝜇𝜈 (𝑘) 𝜌𝛽𝜈(𝑘)

(𝑠−𝑚2)2 + 𝑠Γ2(𝑠)
=

=

√
𝑠

𝐼12(𝑠)

𝑗
(𝑖)
𝛼 𝑗

(𝑖)*
𝛽 𝜌𝛼𝛽(𝑘)

(𝑠−𝑚2)2 + 𝑠Γ2(𝑠)
Γ𝑓 . (3.14)

Здесь учтено, что 𝜌𝛼𝜇(𝑘) 𝜌𝛼𝜈(𝑘) = −𝜌𝜇𝜈(𝑘), черта означает усред-
нение по спинам начальных частиц, и введена кинематическая
функция:

𝐼212(𝑠) =
[︀
𝑠− (𝑚1 +𝑚2)

2
]︀ [︀
𝑠− (𝑚1 −𝑚2)

2
]︀
= 𝑠2𝑓(𝑠).

Далее свертку токов начальных частиц можно представить в ви-
де:

𝑗
(𝑖)
𝛼 𝑗

(𝑖)*
𝛽 𝜌𝛼𝛽(𝑘) =

1

(2𝑗1 + 1) (2𝑗2 + 1)

∑︁

𝜆,𝜆1,𝜆2

|ℳ𝑖|2 = (3.15)

=
6
√
𝑠Γ𝑖

(2𝑗1 + 1) (2𝑗2 + 1) (2𝜋)4Φ𝑖
,

где Γ𝑖 – ширина распада промежуточной частицы в начальное
состояние |𝑖⟩, а Φ𝑖 – двухчастичный фазовый объем начальных
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частиц:

Φ𝑖 =

∫︁
𝛿(4) (𝑘 − 𝑝1 − 𝑝2) 𝑑3𝑝1 𝑑3𝑝2

(2𝜋)6 4𝐸1𝐸2
=

𝐼12(𝑠)

4𝑠(2𝜋)5
. (3.16)

Подставляя (3.15), с учетом (3.16), в выражение для сечения (3.14),
получим:

𝜎𝑖𝑓 =
3

(2𝑗1 + 1) (2𝑗2 + 1)

16𝜋𝑠2

𝐼212(𝑠)

Γ𝑖 Γ𝑓

(𝑠−𝑚2)2 + 𝑠Γ2(𝑠)
. (3.17)

Формула (3.17) легко обобщается на случай промежуточной
частицы произвольного спина:

𝜎𝑖𝑓 =
2𝐽 + 1

(2𝑗1 + 1) (2𝑗2 + 1)

16𝜋

𝑓(𝑠)

Γ𝑖 Γ𝑓

(𝑠−𝑚2)2 + 𝑠Γ2(𝑠)
, (3.18)

для чего достаточно было сделать замену 3 → 2𝐽 + 1, где 𝐽 –
спин промежуточной частицы.

Задание 3.2. Применяя результаты предыдущего задания,
рассмотреть процесс резонансного рассеяния 𝑒+𝑒− → 𝑍 → all.
Учесть явление «резонансного хвоста».

Решение

Напомним, что 𝑍-бозон – векторная частица (спин 𝐽 = 1) с
массой 𝑚𝑍 ≃ 91.2 ГэВ. Для сечения рассматриваемого процес-
са 𝑒+𝑒− → 𝑍 → all можно воспользоваться выражением (3.17)
из предыдущего задания. Заметим, что аннигиляция электрон-
позитронной пары в 𝑍-резонансной области – ультрарелятивист-
ский процесс, поскольку в этой области переменная Мандельста-
ма 𝑠 ≃ 𝑚2

𝑍 ≫ 𝑚2, где 𝑚 ≃ 0.511 МэВ – масса электрона. В этом
пределе можно пренебречь массой электрона и формула (3.17)
упрощается:

𝜎𝑖𝑓 =
12𝜋 Γ𝑒𝑒 Γtot

(𝑠−𝑚2
𝑍)

2
+𝑚2

𝑍 Γ2
tot

. (3.19)

Здесь Γ𝑒𝑒 – электронная ширина распада 𝑍 → 𝑒−𝑒+, Γtot – пол-
ная ширина распада 𝑍 → all, а также учтены значения спинов
электрона и позитрона 𝑗1 = 𝑗2 = 1/2.

Явление «резонансного хвоста» состоит в том, что при изу-
чении сечения аннигиляции электрона и позитрона в кинемати-
ческой области после резонанса, т. е. при условиях 𝑠 > 𝑚2

𝑍 и
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𝑚𝑍 Γtot ≪ 𝑠 −𝑚2
𝑍 ≪ 𝑚2

𝑍 , излучение начальными частицами от-
носительно мягких фотонов сдвигает энергию виртуального 𝑍-
бозона в резонансную область. Такой радиационный сброс «лиш-
ней» энергии электрон-позитронной парой приводит к затяжке
правого склона резонансного пика. Процесс аннигиляции в дан-
ном случае описывается только двумя диаграммами Фейнмана:

Соответствующая амплитуда имеет вид:

ℳ(𝛾) = 𝑒

[︂
(𝑝1𝜀)

(𝑝1𝑘)
− (𝑝2𝜀)

(𝑝2𝑘)

]︂
ℳ0,

где 𝑒 – заряд электрона, 𝑝𝜇1 = (𝐸1, 𝑝1) и 𝑝
𝜇
2 = (𝐸2, 𝑝2) – 4-импульсы

электрона и позитрона, 𝜀𝜇 и 𝑘𝜇 = (𝜔, 𝑘⃗) – 4-векторы поляриза-
ции и импульса «мягкого» фотона, энергия которого 𝜔 ≪ 𝐸1,2,
иℳ0 – амплитуда резонансного рассеяния без учета тормозного
излучения, квадрат которой содержит «остропиковый» множи-
тель:

1

(𝑠−𝑚2
𝑍 −
√
𝑠 𝜔)

2
+𝑚2

𝑍 Γ2
tot

≃ (3.20)

≃ 𝜋

𝑚𝑍 Γtot
𝛿
(︀
𝑠−𝑚2

𝑍 −
√
𝑠 𝜔
)︀
.

Приближенное равенство в этом выражении имеет место бла-
годаря условию Γtot ≪ 𝑚𝑍 , которое подтверждается существую-
щими экспериментальными данными на массу 𝑚𝑍 ≃ 91.2 ГэВ и
полную ширину распада Γtot ≃ 2.5 ГэВ 𝑍-бозона. Сечение анни-
гиляции вычисляется по формуле:

𝜎
(𝛾)
𝑖𝑓 = (3.21)

= 𝑒2
∫︁
𝑑𝜎0

∫︁ [︂
𝑠

(𝑝1𝑘) (𝑝2𝑘)
− 𝑚2

(𝑝1𝑘)2
− 𝑚2

(𝑝2𝑘)2

]︂
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 2𝜔
.
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Учитывая, что 𝑑𝜎0 содержит множитель (3.20), можно вычис-
лить интеграл по импульсу фотона:

𝐽 =
𝜋 𝑒2

𝑚𝑍 Γtot

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3 2𝜔

[︂
𝑠

(𝑝1𝑘) (𝑝2𝑘)
− 𝑚2

(𝑝1𝑘)2
− 𝑚2

(𝑝2𝑘)2

]︂
×

× 𝛿
(︀
𝑠−𝑚2

𝑍 −
√
𝑠 𝜔
)︀
=

2𝛼

𝑚𝑍 Γtot

∞∫︁

0

𝑑𝜔

𝜔
𝛿
(︀
𝑠−𝑚2

𝑍 −
√
𝑠 𝜔
)︀
×

×
1∫︁

−1

𝑑𝑥

[︂
1

1− 𝑣2𝑥 −
2𝑚2

𝑠

1

(1− 𝑣2𝑥)2
]︂
,

где проинтегрировано только по сферическому углу 𝜙, 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) –
постоянная тонкой структуры, 𝑣 =

√︀
1− 4𝑚2/𝑠 – скорости элек-

трона и позитрона в системе их центра инерции, 𝑥 = cos 𝜃, 𝜃 –
полярный угол, который отсчитывается от оси 𝑂𝑧, направлен-
ной вдоль импульса электрона 𝑝1. Справа от резонанса, т. е. при
𝑠 > 𝑚2

𝑍 , область интегрирования по энергии содержит точку
𝜔 = (𝑠−𝑚2

𝑍)/
√
𝑠. Проинтегрировав по переменным 𝜔 и 𝑥, полу-

чим:

𝐽 =
2𝛼

𝑚𝑍 Γtot

1

𝑠−𝑚2
𝑍

[︂
ln
𝑚2

𝑍

𝑚2
− 1

]︂
. (3.22)

Подставив это выражение в (3.21), найдем:

𝜎
(𝛾)
𝑖𝑓 = 2𝛼𝜎0

𝑚𝑍 Γtot

𝑠−𝑚2
𝑍

[︂
ln
𝑚2

𝑍

𝑚2
− 1

]︂
, (3.23)

где 𝜎0 – значение сечения аннигиляции без учета тормозного из-
лучения в точке 𝑍-резонанса (𝑠 = 𝑚2

𝑍):

𝜎0 =
12𝜋 Γ𝑒𝑒

𝑚2
𝑍 Γtot

. (3.24)

Сложив выражения для сечения 𝜎
(𝛾)
𝑖𝑓 (3.23) с сечением без уче-

та излучения (3.19), в котором учтено, что 𝑠 − 𝑚2
𝑍 ≫ 𝑚𝑍 Γtot,

окончательно получаем:

𝜎𝑖𝑓 = 𝜎0

{︂
𝑚2

𝑍 Γ2
tot

(𝑠−𝑚2
𝑍)

2
+ 2𝛼

𝑚𝑍 Γtot

𝑠−𝑚2
𝑍

[︂
ln
𝑚2

𝑍

𝑚2
− 1

]︂}︂
. (3.25)
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Отметим, что величина 𝛼
[︀
ln(𝑚2

𝑍/𝑚
2)− 1

]︀
≃ 0.18, где исполь-

зовано значение постоянной тонкой структуры на масштабе мас-
сы 𝑍-бозона 𝛼 ≃ 1/129, во втором слагаемом хотя и имеет усиле-
ние логарифмом, но остается относительно маленькой. Как след-
ствие, радиационный вклад в сечение сравнивается по величине
с основным при условии 𝑠−𝑚2

𝑍 & 3𝑚𝑍 Γtot.

Задание 3.3. Вычислить аномальный магнитный момент за-
ряженного лептона, обусловленный тяжелыми векторными𝑊 - и
𝑍-бозонами, в модели электрослабого взаимодействия Вайнберга-
Салама-Глэшоу.

Решение

Вычисление аномального магнитного момента заряженного леп-
тона сводится к вычислению магнитного формфактора при 𝑞2 =
(𝑝2−𝑝1)2 = 0 (см. задание 2.3). Отметим, что процедура перенор-
мировки не затрагивает магнитный член в вершине, т. к. послед-
ний пропорционален 4-импульсу фотона 𝑞𝛼, а перенормировка
производится при 𝑞𝛼 = 0. Поэтому при вычислении вершинной
функции будем следить только за членами, содержащими 𝜎𝛼𝛽𝑞𝛽.
Это существенно упрощает вычисления, которые удобно прово-
дить в унитарной калибровке. В этом случае вклад в аномаль-
ный магнитный момент заряженного лептона дают только две
диаграммы Фейнмана:

По правилу (1.29), определенному в задании 1.4, находим для
вкладов в вершинную функцию следующие выражения, соответ-
ствующие приведенным диаграммам:

Λ(𝑍)
𝛼 =

𝐺𝐹𝑚
2
𝑍

2
√
2

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝒩 (𝑍)

𝛼

[(𝑝+ 𝑞)2 −𝑚2] [𝑝2 −𝑚2] [(𝑝− 𝑝1)2 −𝑚2
𝑍 ]
,
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Λ(𝑊 )
𝛼 =

𝐺𝐹𝑚
2
𝑊√

2

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
𝒩 (𝑍)

𝛼

[𝑝2 −𝑚2] [𝑘21 −𝑚2
𝑊 ] [𝑘22 −𝑚2

𝑊 ]
,

где 𝑘𝜇1 = 𝑝𝜇 − 𝑝𝜇1 и 𝑘𝜇2 = 𝑝𝜇 − 𝑝𝜇2 , 𝑚, 𝑚𝑍 и 𝑚𝑊 – массы лептона,
𝑍- и 𝑊 -бозонов соответственно, 𝐺𝐹 – константа Ферми:

𝐺𝐹√
2
=

𝑒2

8 sin2 𝜃𝑊 𝑚2
𝑊

,

зависящая от угла Вайнберга 𝜃𝑊 . Числители интегралов 𝒩 (𝑍)
𝛼 и

𝒩 (𝑊 )
𝛼 – дираковские матрицы вида:

𝒩 (𝑍)
𝛼 = (3.26)

= [(𝑣 − 𝑎𝛾5) 𝛾𝜇 (𝑝+ 𝑞 +𝑚) 𝛾𝛼 (𝑝+𝑚) 𝛾𝜈 (𝑣 + 𝑎𝛾5)] 𝜌
(𝑍)
𝜇𝜈 (𝑝− 𝑝1),

𝒩 (𝑊 )
𝛼 = (3.27)

= [(1− 𝛾5) 𝛾𝜇𝑝𝛾𝜈 (1 + 𝛾5)] 𝜌
(𝑊 )
𝜇𝜎 (𝑘2)Γ

𝜎𝛽
𝛼 (𝑘1, 𝑘2)𝜌

(𝑊 )
𝛽𝜈 (𝑘1).

В нейтральном лептонном токе векторная и аксиальная констан-
ты заряженного лептона обозначены как 𝑣 = 1−4 sin2 𝜃𝑊 и 𝑎 = 1
соответственно. Матрицы плотности 𝑍- и𝑊 -бозонов выбираются
в унитарной калибровке:

𝜌(𝑍,𝑊 )
𝜇𝜈 (𝑘) = −𝑔𝜇𝜈 +

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

𝑍,𝑊

.

В (3.27) введена вершина взаимодействия 𝑊 -бозонов с фотоном:

Γ𝜎𝛽
𝛼 (𝑘1, 𝑘2) = (𝑘1 + 𝑘2)𝛼 𝑔

𝜎𝛽 + (𝑘2 − 2𝑘1)
𝜎 𝛿𝛽𝛼 + (𝑘1 − 2𝑘2)

𝛽 𝛿𝜎𝛼,

причем в дальнейшем нам понадобятся несколько сверток вер-
шины вида:

𝑘2𝜎 Γ
𝜎𝛽
𝛼 (𝑘1, 𝑘2) = 𝑘1𝛼𝑘

𝛽
1 − 𝑞𝛼𝑞𝛽 +

(︀
𝑞2 − 𝑘21

)︀
𝛿𝛽𝛼,

Γ𝜎𝛽
𝛼 (𝑘1, 𝑘2) 𝑘1𝛽 = 𝑘2𝛼𝑘

𝜎
2 − 𝑞𝛼𝑞𝜎 +

(︀
𝑞2 − 𝑘22

)︀
𝛿𝜎𝛼,

𝑘2𝜎 Γ
𝜎𝛽
𝛼 (𝑘1, 𝑘2) 𝑘1𝛽 = 𝑞2 𝑘2𝛼 − (𝑞𝑘2) 𝑞𝛼.

Заметим, что в 𝑍-вершине члены в пропагаторе 𝑍-бозона, про-
порциональные 𝑘𝜇𝑘𝜈, не дают вклада в магнитный формфактор
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при 𝑞2 → 0. Далее, учитывая, что 𝑚≪ 𝑚𝑍,𝑊 и 𝑞2 → 0, знамена-
тели пропагаторов раскладываем в ряд:

1

[(𝑝+ 𝑞)2 −𝑚2] [(𝑝− 𝑝1)2 −𝑚2
𝑍 ]
≃ 1

[𝑝2 −𝑚2] [𝑝2 −𝑚2
𝑍 ]
×

×
[︂
1− 2(𝑝𝑞)

𝑝2 −𝑚2
+

4(𝑝𝑞)2

[𝑝2 −𝑚2]2
+ · · ·

]︂
× (3.28)

×
[︃
1 +

2(𝑝1𝑝)

𝑝2 −𝑚2
𝑍

+
4(𝑝1𝑝)

2

[𝑝2 −𝑚2
𝑍 ]

2 + · · ·
]︃
,

1

[𝑘21 −𝑚2
𝑊 ] [𝑘22 −𝑚2

𝑊 ]
≃ (3.29)

≃ 1

[𝑝2 −𝑚2
𝑊 ]

2

[︃
1 +

2(𝑝1𝑝)

𝑝2 −𝑚2
𝑊

+
4(𝑝1𝑝)

2

[𝑝2 −𝑚2
𝑊 ]

2 + · · ·
]︃
×

×
[︃
1 +

2(𝑝2𝑝)

𝑝2 −𝑚2
𝑊

+
4(𝑝2𝑝)

2

[𝑝2 −𝑚2
𝑊 ]

2 + · · ·
]︃
.

Тогда для Λ
(𝑍)
𝛼 получим:

Λ(𝑍)
𝛼 =

𝐺𝐹𝑚
2
𝑍

2
√
2
× (3.30)

×
∫︁

𝑑4𝑝

(2𝜋)4
(𝑣 − 𝑎𝛾5) [−2𝑝𝛾𝛼𝑝− 2𝑝𝛾𝛼𝑞 + 8𝑚𝑝𝛼] (𝑣 + 𝑎𝛾5)

[𝑝2 −𝑚2]2 [𝑝2 −𝑚2
𝑍 ]

×

×
[︃
1− 2(𝑝𝑞)

𝑝2 −𝑚2
+

2(𝑝1𝑝)

𝑝2 −𝑚2
𝑍

+
4(𝑝1𝑝)

2

[𝑝2 −𝑚2
𝑍 ]

2

]︃
+ · · · .

Здесь многоточием обозначены члены, не дающие вклад в маг-
нитный момент.

Заметим, что под знаком интеграла в числителе можно про-
извести замены:

𝑝𝜇𝑝𝜈 →
1

4
𝑝2 𝑔𝜇𝜈, 𝑝𝜇𝑝𝜈𝑝𝜌𝑝𝜎 →

1

24

(︀
𝑝2
)︀2

[𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎 + 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎 + 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌] ,

а все нечетные степени 4-импульса 𝑝𝜇 можно опустить по причине
отсутствия выделенного направления в пространстве импульсов.
После этого интегрирование в выражении (3.30) по 𝑝𝜇 труда не
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представляет и для вершинной функции получаем:

Λ(𝑍)
𝛼 =

−𝑖𝐺𝐹

2
√
2(4𝜋)2

× (3.31)

×
[︂
−2
3
(𝑣 − 𝑎𝛾5)2 (𝑝1𝛾𝛼𝑞 − 𝑞𝛾𝛼𝑝1) + 4𝑚𝑝1𝛼

(︀
𝑣2 − 𝑎2

)︀]︂
+ · · · .

Используя в (3.31) уравнения Дирака для 𝑝2 слева и 𝑝1 справа,
приведем индуцированную 𝑍-бозоном часть вершинной функ-
ции)к окончательному виду:

Λ(𝑍)
𝛼 =

−𝑖𝐺𝐹𝑚
2

8
√
2 𝜋2

[︂
𝜎𝛼𝛽𝑞

𝛽

2𝑚

]︂
𝑣2 − 5𝑎2

3
+ · · · . (3.32)

Аналогично проведем вычисления для Λ
(𝑊 )
𝛼 , индуцированной

𝑊 -бозонами:

Λ(𝑊 )
𝛼 =

𝐺𝐹𝑚
2
𝑊√

2

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
(1− 𝛾5) 𝛾𝜇𝑝𝛾𝜈 (1 + 𝛾5)

𝑝2 [𝑘21 −𝑚2
𝑊 ] [𝑘22 −𝑚2

𝑊 ]
× (3.33)

×
{︂
(𝑘1 + 𝑘2)𝛼 𝑔𝜇𝜈 + (𝑘2 − 2𝑘1)

𝜇 𝑔𝛼𝜈 + (𝑘1 − 2𝑘2)
𝜈 𝑔𝛼𝜇−

− 1

𝑚2
𝑊

[︀
𝑘2𝜇𝑘1𝜈𝑘1𝛼 + 𝑘2𝜇𝑘1𝜈𝑘2𝛼 −

(︀
𝑘21 −𝑚2

𝑊

)︀
𝑘2𝜇𝑔𝛼𝜈 +

−
(︀
𝑘22 −𝑚2

𝑊

)︀
𝑘1𝜈𝑔𝛼𝜇

]︀
+ 𝑘2𝜇𝑔𝛼𝜈 + 𝑘1𝜈𝑔𝛼𝜇

}︂
.

Здесь отброшены члены, билинейные по импульсу фотона 𝑞𝜇.
Члены, пропорциональные 1/𝑚2

𝑊 , вклада не дают. Разложив в
(3.33) знаменатели пропагаторов 𝑊 -бозов в ряд (3.29), получим
следующее выражение:

Λ(𝑊 )
𝛼 =

𝐺𝐹𝑚
2
𝑊√

2

∫︁
𝑑4𝑝

(2𝜋)4
(1− 𝛾5)

[𝑝2 −𝑚2
𝑊 ]

2

{︂
− (𝑝1 + 𝑝2) (𝑝1𝛼 + 𝑝2𝛼)+

+
2𝑝2 [(2𝑝1𝛼 + 𝑝2𝛼) 𝑝1 + (2𝑝2𝛼 + 𝑝2𝛼) 𝑝2]

3 (𝑝2 −𝑚2
𝑊 )

+ (3.34)

+ 𝑞 (𝑝1 + 𝑝2) 𝛾𝛼 − 𝛾𝛼 (𝑝1 + 𝑝2) 𝑞

}︃
.

Все интегралы по 4-импульсу в (3.34) легко вычисляются. Ис-
пользовав уравнения Дирака и коммутационные соотношения для
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𝛾-матриц, получим:

Λ(𝑊 )
𝛼 =

−𝑖𝐺𝐹𝑚
2

4
√
2 𝜋2

[︂
𝜎𝛼𝛽𝑞

𝛽

2𝑚

]︂
5

3
+ · · · . (3.35)

Сложив (3.32) и (3.35), найдем аномальный магнитный момент
заряженного лептона, обусловленный 𝑊 - и 𝑍-бозонами:

Δ𝜇
(𝑊,𝑍)
ℓ =

𝑒

2𝑚

𝐺𝐹𝑚
2

√
2 𝜋2

[︂
2

3
sin4 𝜃𝑊 −

1

3
sin2 𝜃𝑊 +

1

4

]︂
, (3.36)

где учтено, что 𝑣 = 1− 4 sin2 𝜃𝑊 и 𝑎 = 1.

Задание 3.4. Вычислить амплитуду и вероятность радиаци-
онного распада фермиона с нарушением аромата 𝑓𝑖 → 𝑓𝑗+𝛾 в мо-
дели электрослабого взаимодействия Вайнберга-Салама-Глэшоу
со смешиванием.

Решение

С учетом смешивания лагранжиан слабого взаимодействия за-
ряженного тока имеет вид:

ℒ𝑊
int(𝑥) = (3.37)

=

[︂
𝐺𝐹 𝑚

2
𝑊√

2

]︂1/2 [︀
𝑓(𝑥)Γ−𝛾𝛼 (1 + 𝛾5) 𝑓(𝑥)

]︀
𝑊 𝛼(𝑥) + h. c.,

где Γ− = Γ1 − 𝑖Γ2 – комбинация генераторов 𝑆𝑈(2)-группы со
смешиванием, которые могут быть записаны в блочном представ-
лении:

Γ1 =
1

2

(︂
0 𝐾†

𝐾 0

)︂
, Γ2 =

1

2

(︂
0 −𝑖𝐾†
𝑖𝐾 0

)︂
, Γ3 =

1

2

(︂
𝐼 0
0 −𝐼

)︂
,

здесь𝐾 – унитарная матрица смешивания типа Кабиббо-Кобаяши-
Маскава. Введенные матрицы удовлетворяют коммутационным
соотношениям:

[Γ𝑎,Γ𝑏] = 𝑖𝜀𝑎𝑏𝑐Γ𝑐,

где 𝜀𝑎𝑏𝑐 – полностью антисимметричный тензор Леви-Чевита.
Фермионы преобразуются как компоненты приводимого фун-

даментального представления группы 𝑆𝑈(2), т. е. объединяются
в дублеты вида:

𝑓(𝑥) =

(︂
𝑓𝑢(𝑥)
𝑓𝑑(𝑥)

)︂
.
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Процесс радиационного распада 𝑓𝑖 → 𝑓𝑗 + 𝛾 в унитарной ка-
либровке описывается набором из четырех диаграмм Фейнмана:

Амплитуда распада, удовлетворяющая условию калибровоч-
ной инвариантности, с учетом киральности слабого взаимодей-
ствия может быть представлена в виде:

ℳ = 𝒩 [𝑢̄𝐿(𝑝𝑗) (𝑝𝛾
𝜇𝑞 − 𝑞𝛾𝜇𝑝)𝑢𝐿(𝑝𝑖)] 𝜀(𝜆)𝜇 (𝑞), (3.38)

где 𝑝𝜇 = 𝑝𝜇𝑖 + 𝑝𝜇𝑗 , 𝑞
𝜇 = 𝑝𝜇𝑖 − 𝑝𝜇𝑗 и 𝑢𝐿(𝑝𝑖,𝑗) = (1 + 𝛾5)𝑢(𝑝𝑖,𝑗)/2 –

левый биспинор. Таким образом, задача сводится к нахождению
множителя 𝒩 , который будет разным в распадах верхних и ниж-
них компонент фермионного дублета. Отметим, что две послед-
ние диаграммы не дают калибровочно-инвариантного вклада в
амплитуду. Вычисление инвариантных амплитуд, описываемых
двумя первыми диаграммами Фейнмана, полностью аналогично
вычислению аномального магнитного момента лептона из преды-
дущего задания. Все интегралы по четырехмерным импульсам
легко вычисляются. Для первой амплитуды получим:

𝒩1 =
𝐺𝐹 𝑒

2
√
2 (4𝜋)2𝑚2

𝑊

(︀
Γ+𝑀

2
𝑓Γ− − Γ−𝑀

2
𝑓Γ+

)︀
𝑖𝑗
, (3.39)

где 𝑀 2
𝑓 – квадрат массовой матрицы фермионов:

𝑀𝑓 =

(︂
𝑀𝑢 0
0 𝑀𝑑

)︂
(3.40)

и 𝑀𝑢 (𝑀𝑑) – массовые матрицы верхних (нижних) компонент
фермионных дублетов. Аналогично для второй диаграммы по-
лучим:

𝒩2 =
𝐺𝐹 𝑒√

2 (4𝜋)2𝑚2
𝑊

(︀
Γ+𝑄𝑓𝑀

2
𝑓Γ− + Γ−𝑄𝑓𝑀

2
𝑓Γ+

)︀
𝑖𝑗
, (3.41)

где 𝑄𝑓 – зарядовая матрица фермионов, связанная с гиперзаря-
дом 𝑌 дублета соотношением:

𝑄𝑓 = Γ3 +
𝑌

2
.
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Коммутатор 𝑄𝑓 с матрицами Γ± равен:

[Γ±, 𝑄𝑓 ] = [Γ±,Γ3] = ±Γ±. (3.42)

Сложив (3.39) и (3.41) с учетом (3.42), получим:

𝒩 =
𝐺𝐹 𝑒

2
√
2 (4𝜋)2𝑚2

𝑊

× (3.43)

×
[︀
(2− 𝑌 ) Γ+𝑄𝑓𝑀

2
𝑓Γ− − (2 + 𝑌 ) Γ−𝑄𝑓𝑀

2
𝑓Γ+

]︀
𝑖𝑗
.

Отметим, что произведение Γ+Γ− отлично от нуля только для
верхних компонент дублета, а Γ−Γ+ – для нижних. Таким обра-
зом, амплитуда распада верхних фермионов 𝑓𝑢𝑖 → 𝑓𝑢𝑗 + 𝛾 прини-
мает вид:

ℳ(𝑢) =
𝐺𝐹 𝑒 (2− 𝑌 )

2
√
2 (4𝜋)2𝑚2

𝑊

× (3.44)

×
∑︁

𝑓

𝐾𝑓𝑖𝐾
*
𝑓𝑗

(︀
𝑚𝑑

𝑓

)︀2 [︁
𝑢̄𝐿(𝑝𝑗)

(︁
𝑝𝜀(𝜆)𝑞 − 𝑞𝜀(𝜆)𝑝

)︁
𝑢𝐿(𝑝𝑖)

]︁
.

Для того чтобы получить амплитуду ℳ(𝑑) распада нижней
компоненты, достаточно в (3.44) сделать замену:

𝑌 → −𝑌,
(︀
𝑚𝑑

𝑓

)︀2 →
(︀
𝑚𝑢

𝑓

)︀2
, 𝐾 ↔ 𝐾†. (3.45)

По стандартным правилам вычисляем квадрат матричного
элемента, просуммировав по поляризациям конечных частиц и
усреднив по поляризациям начальных:

1

2

∑︁

𝜆𝑖,𝜆𝑗

⃒⃒
⃒ℳ(𝑢)

⃒⃒
⃒
2

= (3.46)

=
𝐺2

𝐹𝛼

2(4𝜋)3
(2− 𝑌 )2

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝜇2𝑖𝑗
𝑚2

𝑊

⃒⃒
⃒⃒
⃒

2 (︀
𝑚2

𝑖 +𝑚2
𝑗

)︀ (︀
𝑚2

𝑖 −𝑚2
𝑗

)︀2
,

где учтено, что 𝑒2 = 4𝜋𝛼 и введено обозначение:

𝜇2𝑖𝑗 ≡
∑︁

𝑓

𝐾𝑓𝑖𝐾
*
𝑓𝑗

(︀
𝑚𝑑

𝑓

)︀2
. (3.47)

Учитывая, что квадрат амплитуды (3.46) – постоянная величина,
интегральную вероятность распада получим просто умножением
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на двухчастичный фазовый объем (3.16), в котором положим 𝑠 =
𝑚2

𝑖 , 𝑚1 = 0 и 𝑚2 = 𝑚𝑗:

Φ =
𝑚2

𝑖 −𝑚2
𝑗

4𝑚2
𝑖 (2𝜋)

5
.

В итоге для вероятности распада верхней компоненты дублета
𝑓𝑢𝑖 → 𝑓𝑢𝑗 + 𝛾 получим следующее выражение:

𝑊 (𝑓𝑢𝑖 → 𝑓𝑢𝑗 + 𝛾) = (3.48)

=
𝐺2

𝐹𝑚
5
𝑖

192𝜋3
3𝛼

32𝜋
(2− 𝑌 )2

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝜇2𝑖𝑗
𝑚2

𝑊

⃒⃒
⃒⃒
⃒

2(︃
1 +

𝑚2
𝑗

𝑚2
𝑖

)︃(︃
1−

𝑚2
𝑗

𝑚2
𝑖

)︃3

.

Отметим, что формулы для амплитуды и вероятности распада
определены в приближении 𝑚𝑖, 𝑚𝑗, 𝑚𝑓 ≪ 𝑚𝑊 , где 𝑚𝑊 – масса
𝑊 -бозона.

Задание 3.5. Вычислить магнитный момент массивного ди-
раковского нейтрино в модели электрослабого взаимодействия
Вайнберга-Салама-Глэшоу.

Решение

В отличие от заряженного лептона, нейтрино не имеет элек-
трического заряда и, как следствие, не обладает нормальным
(классическим) магнитным моментом. Более того, и аномальный
магнитный момент, обусловленный эффектами КЭД, также от-
сутствует у нейтрино. Однако свойство нейтрино участвовать в
слабых взаимодействиях приводит к возникновению магнитного
момента 𝜇𝜈, если масса нейтрино 𝑚𝜈 отлична от нуля.

В предположении, что массивное нейтрино является дираков-
ским фермионом, аномальный магнитный момент нейтрино вы-
числяется в полной аналогии с расчетами электрослабого вклада
в аномальный магнитный момент электрона (см. задание 3.3). Не
повторяя деталей расчетов, приведем окончательный результат:

𝜇(0)𝜈 =
3𝑒𝐺𝐹𝑚𝜈

8𝜋2
√
2
≃ 3.2× 10−19

(︁ 𝑚𝜈

1 эВ

)︁
𝜇𝐵, (3.49)

где 𝑚𝜈 – масса дираковского нейтрино, 𝑒 – элементарный заряд
и 𝐺𝐹 – константа Ферми. Отметим, что в рассматриваемом при-
ближении у безмассового нейтрино (𝑚𝜈 = 0) магнитный момент
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отсутствует. Выражение (3.49) впервые было получено Б. Ли и
Р. Шроком в 1977 г. в пределе 𝜆 ≡ 𝑚2

𝑒/𝑚
2
𝑊 → 0. Поправки, обу-

словленные этим отношением, также известны, и соответствую-
щее выражение имеет следующий вид:

𝜇𝜈 = 𝜇(0)𝜈

[︂
2− 5𝜆+ 𝜆2

2 (1− 𝜆)2
− 𝜆2 ln𝜆

(1− 𝜆)3
]︂
. (3.50)

Следует заметить, что приведенная формула может быть по-
лучена как предельный случай скалярного формфактора в мас-
совом операторе нейтрино, вычисленного в технике точных про-
пагаторов электрона и𝑊 -бозона, помещенных во внешнее посто-
янное и однородное магнитное поле. Поскольку указанный фор-
мализм не является предметом изучения данного курса, то этим
замечанием мы здесь и ограничимся.

Из эксперимента получены только верхние ограничения (на
90 %-м уровне достоверности) на величину магнитного момента
нейтрино всех типов:

𝜇𝜈𝑒 < 2.9× 10−11𝜇𝐵,

𝜇𝜈𝜇 < 6.8× 10−10𝜇𝐵, (3.51)

𝜇𝜈𝜏 < 3.9× 10−7𝜇𝐵,

причем эти значения на много порядков превосходят теоретичес-
кие предсказания Стандартной модели. Заметим, что ограниче-
ние на магнитный момент электронного нейтрино 𝜈𝑒 был полу-
чен коллаборацией GEMMA на основе измерений, выполненных
на Калининской атомной электростанции.

Задание 3.6. Вычислить вероятность радиационного распа-
да хиггсовского бозона 𝐻 → 2𝛾 в рамках Стандартной модели.

Решение

Двухфотонный распад хиггсовского бозона представляет со-
бой один из основных каналов его наблюдения на Большом ад-
ронном коллайдере. Этот процесс полностью обусловлен кван-
товыми петлевыми эффектами, причем вклад в амплитуду да-
ют все электрически заряженные частицы, а именно векторные
𝑊 -бозоны и фундаментальные фермионы: кварки и заряжен-
ные лептоны. Поскольку интенсивность взаимодействия ферми-
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она с хиггсовским бозоном пропорциональна его массе, то ам-
плитуда распада, индуцированная заряженными фермионами, в
основном насыщается вкладом 𝑡-кварка. Вычислим требуемые
амплитуды и сравним следующую из них вероятность распада
с экспериментально измеренным на Большом адронном коллай-
дере значением.

Из общих соображений очевидно, что калибровочно-инвариант-
ная амплитуда распада 𝐻 → 2𝛾 должна иметь следующий вид:

ℳ =
𝑒2𝑔ℱ

(4𝜋)2𝑚𝑊
[(𝑘1𝑘2) 𝑔

𝜇𝜈 − 𝑘𝜇2𝑘𝜈1 ] 𝜀𝜇(𝑘1)𝜀𝜈(𝑘2), (3.52)

где 𝑒 – элементарный заряд, 𝑔 – константа неабелевой группы
𝑆𝑈(2)𝐿 Стандартной модели, которая связана с массой𝑊 -бозона
𝑚𝑊 и константой Ферми 𝐺𝐹 соотношением: 𝐺𝐹/

√
2 = 𝑔2/(8𝑚2

𝑊 ).
Импульсы фотонов обозначены как 𝑘𝜇1 и 𝑘

𝜇
2 , а их векторы поляри-

зации – 𝜀𝜇(𝑘1) и 𝜀
𝜇(𝑘2) соответственно, причем предполагается,

что частицы находятся на массовой поверхности:

𝑘21 = 𝑘22 = 0, 𝑘𝜇1 𝜀𝜇(𝑘1) = 𝑘𝜈2𝜀𝜈(𝑘2) = 0. (3.53)

Вектор 𝑞𝜇 = 𝑘𝜇1 + 𝑘𝜇2 – четырехмерный импульс хиггсовского бо-
зона с массой 𝑚𝐻 – удовлетворяет условию:

𝑞2 = 2(𝑘1𝑘2) = 𝑚2
𝐻 (3.54)

в предположении, что рассматриваемый бозон – реальная части-
ца.

Безразмерная константа ℱ в формуле (3.52) содержит вклады
𝑊 -бозонной и фермионной петель и может быть записана в виде
суммы:

ℱ = 𝐹𝑊 (𝛽𝑊 ) +
∑︁

𝑓

𝑁𝑐𝑄
2
𝑓 𝐹𝑓(𝛽𝑓), (3.55)

где 𝑁𝑐 – цветовой множитель (𝑁𝑐 = 1 для лептонов и 𝑁𝑐 = 3
для кварков), суммирование проводится по всем фермионным
ароматам, 𝑄𝑓 – относительный электрический заряд фермиона с
массой 𝑚𝑓 ,

𝛽𝑊 =
4𝑚2

𝑊

𝑚2
𝐻

, 𝛽𝑓 =
4𝑚2

𝑓

𝑚2
𝐻
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и 𝑚𝐻 – масса хиггсовского бозона. Две функции, определяющие
численное значение ℱ в Стандартной модели, имеют вид:

𝐹𝑊 (𝛽) = 2 + 3𝛽 + 3𝛽 (2− 𝛽) 𝑓(𝛽), (3.56)

𝐹𝑓(𝛽) = −2𝛽 [1 + (1− 𝛽) 𝑓(𝛽)] (3.57)

и выражаются посредством вспомогательной функции:

𝑓(𝛽) =

⎧
⎨
⎩

arcsin2 1√
𝛽
, при 𝛽 ≥ 1,

−1
4

[︁
ln 1+

√
1−𝛽

1−√1−𝛽 − 𝑖𝜋
]︁2
, при 𝛽 < 1.

(3.58)

Функции 𝐹𝑓(𝛽) и 𝐹𝑊 (𝛽) и будут вычисляться в этом задании.
Вклад фермионов определяется двумя треугольными диаграм-

мами, внешними линиями которых будут два фотона и хиггсов-
ский бозон. Требуемые лагранжианы взаимодействия имеют вид:

ℒint =
∑︁

𝑓

[︂
𝑒𝑄𝑓

(︀
𝜓𝑓𝛾

𝜇𝜓𝑓

)︀
𝐴𝜇 −

𝑔𝑚𝑓

2𝑚𝑊

(︀
𝜓𝑓𝜓𝑓

)︀
𝐻

]︂
. (3.59)

Инвариантная амплитудаℳ𝑓 фермиона с ароматом 𝑓 равна сум-
ме двух вкладов, изображенных следующими диаграммами:

k1 + k2

k2

k1

ℓ

ℓ− k2

ℓ+ k1

H

γ

γ

+

µ

ν

k1 + k2

H

k1

k2

ℓ

ℓ+ k2

ℓ− k1
γ

γ

Соответствующие этим диаграммам амплитуды имеют вид:

ℳ1 =
𝑖𝑒2𝑔

2𝑚𝑊
𝑄2

𝑓𝑚𝑓 𝜀
*
𝜇(𝑘1) 𝜀

*
𝜈(𝑘2)

∫︁
𝑑𝑁ℓ

(2𝜋)𝑁
× (3.60)

× Sp

{︃
ℓ̂− 𝑘2 +𝑚𝑓

(ℓ− 𝑘2)2 −𝑚2
𝑓

𝛾𝜈
ℓ̂+𝑚𝑓

ℓ2 −𝑚2
𝑓

𝛾𝜇
ℓ̂+ 𝑘1 +𝑚𝑓

(ℓ+ 𝑘1)
2 −𝑚2

𝑓

}︃
,

ℳ2 = − 𝑖𝑒2𝑔

2𝑚𝑊
𝑄2

𝑓𝑚𝑓 𝜀
*
𝜇(𝑘1) 𝜀

*
𝜈(𝑘2)

∫︁
𝑑𝑁ℓ

(2𝜋)𝑁
× (3.61)

× Sp

{︃
ℓ̂+ 𝑘1 +𝑚𝑓

(ℓ+ 𝑘1)
2 −𝑚2

𝑓

𝛾𝜇
ℓ̂+𝑚𝑓

ℓ2 −𝑚2
𝑓

𝛾𝜈
ℓ̂− 𝑘2 +𝑚𝑓

(ℓ− 𝑘2)2 −𝑚2
𝑓

}︃
.
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Поскольку каждая из диаграмм содержит замкнутую ферми-
онную петлю, то в них был добавлен дополнительный множи-
тель (−1). После вычисления шпуров 𝛾-матриц амплитуда при-
мет вид:

ℳ =
4𝑖𝑒2𝑔

𝑚𝑊
𝑄2

𝑓𝑚
2
𝑓 𝜀
*
𝜇(𝑘1) 𝜀

*
𝜈(𝑘2)

∫︁
𝑑𝑁ℓ

(2𝜋)𝑁
× (3.62)

×
4ℓ𝜇ℓ𝜈 − ℓ2𝑔𝜇𝜈 + 𝑘𝜈1𝑘

𝜇
2 +

[︀
𝑚2

𝑓 − (𝑘1𝑘2)
]︀
𝑔𝜇𝜈

[︀
ℓ2 −𝑚2

𝑓

]︀[︀
(ℓ+ 𝑘1)

2 −𝑚2
𝑓

]︀[︀
(ℓ− 𝑘2)2 −𝑚2

𝑓

]︀ .

Теперь надо вычислить два интеграла – скалярный 𝑆 и тензор-
ный 𝑇 𝜇𝜈:

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑁ℓ

(2𝜋)𝑁
1[︀

ℓ2 −𝑚2
𝑓

]︀[︀
(ℓ+ 𝑘1)

2 −𝑚2
𝑓

]︀[︀
(ℓ− 𝑘2)2 −𝑚2

𝑓

]︀ ,

𝑇 𝜇𝜈 =

∫︁
𝑑𝑁ℓ

(2𝜋)𝑁
4ℓ𝜇ℓ𝜈 − ℓ2𝑔𝜇𝜈[︀

ℓ2 −𝑚2
𝑓

]︀[︀
(ℓ+ 𝑘1)

2 −𝑚2
𝑓

]︀[︀
(ℓ− 𝑘2)2 −𝑚2

𝑓

]︀ .

В четырехмерном пространстве след тензора 𝑇 𝜇𝜈 обращается
в нуль, однако в произвольном 𝑁 -мерном пространстве это не
так. Объединив пропагаторы методом фейнмановской парамет-
ризации, сделав сдвижку переменной интегрирования и совер-
шив переход в евклидово пространство новой переменной инте-
грирования, оба интеграла можно легко вычислить. В результате
получатся следующие двукратные интегралы:

𝑆 =
−𝑖(𝑚2

𝑓)
𝑁/2−3

2(4𝜋)𝑁/2
Γ

(︂
3− 𝑁

2

)︂
×

×
1∫︁

0

𝑑𝑥1

1∫︁

0

𝑑𝑢 [1− 4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢/𝛽𝑓 ]𝑁/2−3 ,

𝑇 𝜇𝜈 =
−𝑖(𝑚2

𝑓)
𝑁/2−3

2(4𝜋)𝑁/2
Γ

(︂
3− 𝑁

2

)︂
×

×
1∫︁

0

𝑑𝑥1

1∫︁

0

𝑑𝑢 [1− 4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢/𝛽𝑓 ]𝑁/2−3 ×

×
{︀
4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢 [(𝑘1𝑘2) 𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜈1𝑘𝜇2 ]−𝑚2

𝑓 𝑔
𝜇𝜈
}︀
,
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где для удобства введена новая переменая 𝑢 = 𝑥22. После под-
становки этих интегралов в инвариантную амплитуду (3.62) сла-
гаемые в числителе, содержащие квадрат массы фермиона, со-
кратятся и останется тензорная структура, ортогональная векто-
рам 𝑘𝜇1 и 𝑘𝜈2 , как того и требует калибровочная инвариантность
КЭД:

ℳ = −2𝑒
2𝑔

𝑚𝑊
𝑄2

𝑓 × (3.63)

× [(𝑘1𝑘2)𝑔
𝜇𝜈 − 𝑘𝜇2𝑘𝜈1 ] 𝜀*𝜇(𝑘1) 𝜀*𝜈(𝑘2)

(𝑚2
𝑓)

𝑁/2−2

(4𝜋)𝑁/2
Γ

(︂
3− 𝑁

2

)︂
×

×
1∫︁

0

𝑑𝑥1

1∫︁

0

𝑑𝑢 [1− 4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢] [1− 4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢/𝛽𝑓 ]𝑁/2−3 .

Полученное выражение имеет конечный предел при 𝑁 → 4,
которое и имеет реальный физический смысл. В этом пределе
амплитуда упрощается:

ℳ = −
𝑔𝛼𝑄2

𝑓

2𝜋𝑚𝑊
[(𝑘1𝑘2)𝑔

𝜇𝜈 − 𝑘𝜇2𝑘𝜈1 ] 𝜀*𝜇(𝑘1) 𝜀*𝜈(𝑘2)× (3.64)

×
1∫︁

0

𝑑𝑥1

1∫︁

0

𝑑𝑢
1− 4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢

1− 4𝑥1 (1− 𝑥1)𝑢/𝛽𝑓
,

где 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) – постоянная тонкой структуры. Двукратный ин-
теграл вычисляется достаточно просто, и амплитуда принимает
следующий вид:

ℳ =
𝑔𝛼𝑄2

𝑓

2𝜋𝑚𝑊
× (3.65)

× [(𝑘1𝑘2)𝑔
𝜇𝜈 − 𝑘𝜇2𝑘𝜈1 ] 𝜀*𝜇(𝑘1) 𝜀*𝜈(𝑘2) 𝛽𝑓 [1 + (1− 𝛽𝑓) 𝑓(𝛽𝑓)] ,

где использована функция 𝑓(𝛽𝑓), определенная в (3.58). В полу-
ченном выражении легко выделить функцию 𝐹𝑓(𝛽), приведен-
ную в (3.57). Полученный результат в полной мере применим к
заряженным лептонам, однако для кварков он требует модифи-
кации. Это связано с тем, что кварки, в отличие от лептонов, об-
ладают дополнительным квантовым числом – «цветом» 𝑁𝑐 = 3,
учет которого приводит к утроению амплитуды (3.65). Суммируя
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по лептонам и кваркам, без труда воспроизводится фермионная
часть множителя ℱ (3.55).

Перейдем к вычислению вклада 𝑊 -бозонов в амплитуду рас-
пада. В унитарной калибровке «духи» и голдстоуновские бозоны
отсутствуют и требуемые для вычисления амплитуды лагранжи-
аны взаимодействия имеют следующий вид:

ℒint = 𝑖𝑒 (𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)𝑊
−𝜇𝑊+𝜈 + 𝑖𝑒

(︀
𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊+

𝜇

)︀
𝐴𝜇𝑊−𝜈 +

+ 𝑖𝑒
(︀
𝜕𝜇𝑊

−
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊−

𝜇

)︀
𝑊+𝜇𝐴𝜈 + (3.66)

+𝑒2
[︀(︀
𝐴𝑊+

)︀ (︀
𝐴𝑊+

)︀
− 𝐴2

(︀
𝑊+𝑊−)︀]︀+ 𝑔𝑚𝑊

(︀
𝑊+𝑊−)︀𝐻.

В этой калибровке имеется всего три диаграммы Фейнмана,
определяющие вклад массивных заряженных векторных бозонов
в амплитуду. Две топологически различные диаграммы изобра-
жены на рис. (3.67), а третья получается из треугольной диа-
граммы перестановкой фотонов.

k1 + k2

k2

k1

p− k1

p− k1 − k2

p

H

γ

γ

W−

× 2 +

µ

ν
γ

γ
p

p− k1 − k2

k1 + k2
W− µ

νH

k2

k1

Множитель «2» у первой диаграммы указывает на то, что
вклады исходной диаграммы и аналогичной с перестановкой фо-
тонов полностью идентичны.

Не представляет труда записать амплитуду процесса, которая
после несложных преобразований может быть приведена к виду:

ℳ =

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
× (3.67)

× [𝒦1 𝑔
𝜇𝜈 +𝒦2 𝑝

𝜇𝑝𝜈 +𝒦3 𝑝
𝜇𝑘𝜈1 +𝒦4 𝑘

𝜇
2𝑝

𝜈 +𝒦5 𝑘
𝜇
2𝑘

𝜈
1 ] 𝜀𝜇(𝑘1)𝜀𝜈(𝑘2),

где введен следующий набор скалярных функций при тензорных
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структурах:

𝒦1 =
2𝑖𝑒2𝑔

𝑚3
𝑊

1

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]
×

×
{︀
2(𝑝𝑘1)

3 − 2(𝑝𝑘1) (𝑝𝑘2)
2 + 2

(︀
𝑝2 − 3𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘1) (𝑝𝑘2)−

−3
(︀
𝑝2 −𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘1)

2 +
(︀
𝑝2 −𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘2)

2 + 2 (1−𝑁)𝑚4
𝑊 (𝑝𝑘1)+

+ (𝑝2 −𝑚2
𝑊 )2 (𝑝𝑘1)− (𝑝2 −𝑚2

𝑊 )2 (𝑝𝑘2)+

+𝑚2
𝑊

[︀
(𝑁 − 1)𝑚2

𝑊 +𝑚2
𝐻

]︀ (︀
𝑝2 −𝑚2

𝑊

)︀
+ 4𝑚4

𝑊𝑚
2
𝐻

}︀
,

𝒦2 = −
4𝑖𝑒2𝑔

𝑚𝑊

𝑚2
𝐻 + 2 (𝑁 − 1)𝑚2

𝑊

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]
,

𝒦3 = −
𝑖𝑒2𝑔

𝑚3
𝑊

1

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]
×

×
[︀
(𝑝2)2 − 3

(︀
𝑝2 − 3𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘1)−

(︀
𝑝2 + 7𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘2)−

− 5𝑝2𝑚2
𝑊 + 2(𝑝𝑘1) (𝑝𝑘2) + 2(𝑝𝑘1)

2 − 4 (2𝑁 − 3)𝑚4
𝑊

]︀
,

𝒦4 =
𝑖𝑒2𝑔

𝑚3
𝑊

1

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]
×

×
[︀(︀
𝑝2 −𝑚2

𝑊

)︀ (︀
𝑝2 − 4𝑚2

𝑊

)︀
−
(︀
3𝑝2 − 17𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘1)−

−
(︀
𝑝2 −𝑚2

𝑊

)︀
(𝑝𝑘2) + 2(𝑝𝑘1) (𝑝𝑘2) + 2(𝑝𝑘1)

2
]︀
,

𝒦5 = −
4𝑖𝑒2𝑔

𝑚𝑊

𝑝2 + 3𝑚2
𝑊

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]
.

Функции 𝒦1, 𝒦3 и 𝒦4 можно переписать как

𝒦1 = −
𝑖𝑒2𝑔

2𝑚3
𝑊

{︂
−2(𝑝𝑘1)− 2(𝑝𝑘2) +𝑚2

𝐻

𝑝2 −𝑚2
𝑊

− 2(𝑝𝑘1)− 2(𝑝𝑘2)−𝑚2
𝐻 − 4𝑚2

𝑊

(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊

−

− 4𝑚2
𝑊

(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2
𝑊

− 4
(︀
𝑚2

𝐻 + 2𝑚2
𝑊

)︀
(𝑝𝑘2)− 4 (1−𝑁)𝑚4

𝑊 −𝑚4
𝐻

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2

𝑊 ]
−

− 16𝑚2
𝐻𝑚

4
𝑊

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]

}︂
,

𝒦3 = −
𝑖𝑒2𝑔

2𝑚3
𝑊

{︂
1

𝑝2 −𝑚2
𝑊

+
1

(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊

+

+
8𝑚2

𝑊

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ]
− 𝑚2

𝐻 + 14𝑚2
𝑊

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2

𝑊 ]
+

+
8𝑚2

𝑊

[︀
2 (1−𝑁)𝑚2

𝑊 −𝑚2
𝐻

]︀

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2

𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊 ]

}︃
,

93



𝒦4 = −
𝑖𝑒2𝑔

2𝑚3
𝑊

{︂
− 1

𝑝2 −𝑚2
𝑊

+
𝑚2

𝐻 + 14𝑚2
𝑊

(𝑝2 −𝑚2
𝑊 ) [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2

𝑊 ]
−

− 1

(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2
𝑊

− 8𝑚2
𝑊

[(𝑝− 𝑘1)2 −𝑚2
𝑊 ] [(𝑝− 𝑘1 − 𝑘2)2 −𝑚2

𝑊 ]

}︂
.

Интегралы от функций 𝒦1 − 𝒦5 могут быть выражены че-
рез интегралы Пассарино-Вельтмана, а затем сведены к набору
скалярных интегралов 𝐴0, 𝐵0 и 𝐶0, которые определяются сле-
дующим образом:

𝑖

(4𝜋)2
𝐴0(𝑚

2
0) =

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
1

𝑝2 −𝑚2
0

, (3.68)

𝑖

(4𝜋)2
𝐵0(𝑞

2
1,𝑚

2
0,𝑚

2
1) =

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
1

[𝑝2 −𝑚2
0] [(𝑝+ 𝑞1)2 −𝑚2

1]
, (3.69)

𝑖

(4𝜋)2
𝐶0(𝑞

2
1, 𝑞

2
2, (𝑞1 + 𝑞2)

2,𝑚2
0,𝑚

2
1,𝑚

2
2) = (3.70)

=

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
1

[𝑝2 −𝑚2
0] [(𝑝+ 𝑞1)2 −𝑚2

1] [(𝑝+ 𝑞1 + 𝑞2)2 −𝑚2
2]
.

Требуемые нам интегралы можно запсать в виде:

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
𝒦1 𝑔

𝜇𝜈 = (3.71)

=
𝑒2𝑔

(4𝜋)2𝑚𝑊

{︀
4𝑚2

𝑊

[︀
1− 2𝑚2

𝐻 𝐶0(𝑚
2
𝐻 , 0, 0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )
]︀
−

−
[︀
𝑚2

𝐻 + 6𝑚2
𝑊

]︀
𝐵0(𝑚

2
𝐻 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )
}︀
𝑔𝜇𝜈,

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
𝒦2 𝑝

𝜇𝑝𝜈 = (3.72)

=
𝑒2𝑔

(4𝜋)2𝑚𝑊

{︂
−4𝑚2

𝑊 𝑔𝜇𝜈 +
[︀
𝑚2

𝐻 𝑔
𝜇𝜈 − 2𝑘𝜇2𝑘

𝜈
1

]︀ [︂
1 +

6𝑚2
𝑊

𝑚2
𝐻

]︂
×

×
[︀
1 +𝐵0(𝑚

2
𝐻 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ) + 2𝑚2

𝑊 𝐶0(𝑚
2
𝐻 , 0, 0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )
]︀
+

+2

[︂
1 +

6𝑚2
𝑊

𝑚2
𝐻

]︂ [︀
2𝐵0(0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )−𝐵0(𝑚

2
𝐻 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )
]︀
𝑘𝜇2𝑘

𝜈
1

}︂
,
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∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
𝒦3 𝑝

𝜇𝑘𝜈1 = (3.73)

=
𝑒2𝑔

(4𝜋)2 4𝑚3
𝑊

{︂
16𝑚2

𝑊

[︂
1 +

6𝑚2
𝑊

𝑚2
𝐻

]︂
− 2

[︂
7 +

48𝑚2
𝑊

𝑚2
𝐻

]︂
𝐴0(𝑚

2
𝑊 )−

−
[︂
𝑚2

𝐻 − 2𝑚2
𝑊 −

96𝑚4
𝑊

𝑚2
𝐻

]︂
𝐵0(𝑚

2
𝐻 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )

}︂
𝑘𝜇2𝑘

𝜈
1 ,

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
𝒦4 𝑘

𝜈
2𝑝

𝜈 =
𝑒2𝑔

(4𝜋)2 4𝑚3
𝑊

{︀
16𝑚2

𝑊 − 18𝐴0(𝑚
2
𝑊 )+

+
(︀
𝑚2

𝐻 + 14𝑚2
𝑊

)︀
𝐵0(𝑚

2
𝐻 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )
}︀
𝑘𝜇2𝑘

𝜈
1 , (3.74)

∫︁
𝑑𝑁𝑝

(2𝜋)𝑁
𝒦5 𝑘

𝜇
2𝑘

𝜈
1 =

4𝑒2𝑔

(4𝜋)2𝑚𝑊

{︀
𝐵0(0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )+

+4𝑚2
𝑊 𝐶0(𝑚

2
𝐻 , 0, 0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )
}︀
𝑘𝜇2𝑘

𝜈
1 . (3.75)

Использовав соотношение

𝐵0(0, 𝑥, 𝑥) =
𝐴0(𝑥)

𝑥
− 1, (3.76)

получим для амплитуды распада:

ℳ =
𝑒2𝑔

(4𝜋)2𝑚𝑊

(︀
𝑚2

𝐻 𝑔
𝜇𝜈 − 2𝑘𝜇2𝑘

𝜈
1

)︀
𝜀𝜇(𝑘1)𝜀𝜈(𝑘2)× (3.77)

×
{︂
1 +

6𝑚2
𝑊

𝑚2
𝐻

− 6𝑚2
𝑊

[︂
1− 2𝑚2

𝑊

𝑚2
𝐻

]︂
𝐶0(𝑚

2
𝐻 , 0, 0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 )

}︂
.

Скалярная функция 𝐶0 от подобного набора аргументов хоро-
шо известна:

𝐶0(𝑚
2
𝐻 , 0, 0,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ,𝑚

2
𝑊 ) = − 2

𝑚2
𝐻

𝑓(𝛽𝑊 ), (3.78)

где 𝛽𝑊 = 4𝑚2
𝑊/𝑚

2
𝐻 и была использована вспомогательная функ-

ция (3.58).
Окончательный результат для вклада в амплитуду 𝑊 -бозона

имеет вид:

ℳ =
𝛼𝑔

4𝜋𝑚𝑊
[2 + 3𝛽𝑊 + 3𝛽𝑊 (2− 𝛽𝑊 ) 𝑓(𝛽𝑊 )]×

× [(𝑘1𝑘2)𝑔
𝜇𝜈 − 𝑘𝜇2𝑘𝜈1 ] 𝜀𝜇(𝑘1)𝜀𝜈(𝑘2), (3.79)
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где 𝛼 – постоянная тонкой структуры. Функция, зависящая от 𝛽𝑊 ,
в точности совпадает с 𝐹𝑊 (𝛽𝑊 ), приведенной в (3.56). Более гро-
моздкие расчеты этой амплитуды в произвольной 𝑅𝜉-калибровке
были выполнены Марчиано, Жангои и Вилленброком только в
2012 г. и подтверждают приведенный здесь результат, как, впро-
чем, и результат Шифмана, Волошина, Вайнштейна и Захарова,
полученный в фейнмановской калибровке в 1979 г.

Прежде чем перейти к вычислению вероятности распада, об-
судим свойства полученных функций 𝐹𝑓(𝛽) и 𝐹𝑊 (𝛽). Первое от-
личие состоит в том, что в пределе 𝛽 → 0 эти функции ведут себя
по-разному, а именно 𝐹𝑓(0) = 0 и 𝐹𝑊 (0) = 2. Обращение в нуль
фермионной функции при 𝛽 → 0 есть отражение эффекта «де-
каплинга», т. е. безмассовый фермион перестает взаимодейство-
вать с хиггсовским бозоном, поскольку юкавская константа его
взаимодействия пропорциональна массе и зануляется в рассмат-
риваемом пределе. Отличный от нуля предел второй функции
получился из-за наличия у 𝑊 -бозона продольной компоненты,
взаимодействие которой с хиггсовским бозоном не исчезает при
стремлении массы 𝑊 -бозона к нулю в отличие от поперечных
компонент. Причина в том, что в унитарной калибровке продоль-
ная компонента 𝑊 -бозона появляется в результате спонтанного
нарушения симметрии, причем этой степенью свободы становит-
ся электрически заряженная компонента дублета скалярных по-
лей. В случае безмассового𝑊 -бозона это поле будет проявляться
как голдстоуновский бозон, взаимодействующий как с фотоном,
так и с хиггсовским бозоном, а следовательно, дающий ненуле-
вой вклад в петлевую диаграмму.

В другом предельном случае 𝛽 →∞ фермионная и бозонная
функции имеют пределы: 𝐹𝑓(𝛽)→ −4/3 и 𝐹𝑊 (𝛽)→ 7. Интерес-
но, что вклады тяжелых кварков и бозонов не зависят от масс
этих частиц, т. е. этот распад хиггсовского бозона является свое-
образным счетчиком числа тяжелых частиц, причем настолько
тяжелых, что они не могут быть рождены даже на ускорителях
будущего.

Вычисляя стандартными методами вероятность двухчастич-

96



ного распада 𝐻 → 2𝛾, получим следующее выражение:

Γ(𝐻 → 2𝛾) =

√
2𝐺𝐹𝛼

2𝑚3
𝐻

256𝜋3
|ℱ|2. (3.80)

Выражение (3.80) позволяет не только проверить предсказа-
ния Стандартной модели, но и протестировать возможные эф-
фекты «новой физики», которые могут происходить от вкладов
дополнительных тяжелых скалярных, спинорных и векторных
частиц в петлевые диаграммы, а значит, модифицировать кон-
станту ℱ и значение вероятности распада (3.80).

Перейдем к численным оценкам вероятности распада. Масса
недавно обнаруженного хиггсовского бозона уже измерена до-
статочно точно и равна 𝑚𝐻 = 125.7 ± 0.4 ГэВ. В рамках Стан-
дартной модели основной вклад в константу ℱ дают 𝑊 -бозон
и 𝑡-кварк с массами 𝑚𝑊 = 80.4 ГэВ и 𝑚𝑡 = 173.2 ГэВ со-
ответственно. Из других заряженных фундаментальных частиц
только 𝑐- и 𝑏-кварки и 𝜏 -лептон с массами 𝑚𝑐(𝑚𝑐) = 1.275 ГэВ,
𝑚𝑏(𝑚𝑏) = 4.18 ГэВ и 𝑚𝜏 = 1.777 ГэВ дают небольшие поправки
к основному вкладу. С учетом вкладов всех этих частиц констан-
та ℱ = 6.58− 0.07 𝑖, а квадрат ее модуля |ℱ|2 = 43.3. Подставив
константу Ферми 𝐺𝐹 = 1.1664 × 10−5 ГэВ−2 и постоянную то-
нокой структуры 𝛼(𝑚𝐻) = 1/127 на массштабе массы 𝐻-бозона,
получим следующее значение для вероятности распада:

Γth(𝐻 → 2𝛾) = 11.1 кэВ. (3.81)

В эксперименте на Большом адронном коллайдере коллаборация
ATLAS получила, сравнив предсказывемое теорией значение с
полученным сигналом, следующую оценку для рассматриваемого
распада:

κ𝛾 ≡
Γexp(𝐻 → 2𝛾)

Γth(𝐻 → 2𝛾)
= 1.20± 0.15, (3.82)

так что имеется согласие теории и эксперимента на уровне, пре-
восходящем два стандартных отклонения.

Представляет интерес оценить возможность существования по-
следующего, более тяжелого, поколения фермионов с такими же
свойствами, как и три стандартные. Наличие такого поколения
означает, что должны существовать один заряженный тяжелый
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лептон 𝜏 ′ и пара тяжелых кварков 𝑏′ и 𝑡′. Предположив, что мас-
сы новых частиц существенно превосходят массу 𝑡-кварка, полу-
чим вещественную добавку в константу распада, которая станет
равной ℱ4G = 3.02 − 0.07 𝑖, и вероятность распада уменьшится
примерно в раз:

Γth(𝐻 → 2𝛾) = 2.34 кэВ. (3.83)

Более того, наличие пятого последующего поколения фермионов
сделает двухфотонный распад хиггсовского бозона практически
ненаблюдаемым на имеющейся статистике событий. Хорошее со-
гласие эксперимента с теорией указывает на то, что более тяже-
лые поколения фундаментальных фермионов (как четвертое, так
и пятое) с большой долей вероятности отсутствуют.

Задания для самостоятельной работы

1. Вычислить однопетлевой вклад в поляризационный опера-
тор фотона, обусловленный слабым взаимодействием.

2. Вычислить радиационные поправки к массе массивного ней-
трино.

3. Вычислить радиационные поправки к массе Хиггсовского
бозона.

4. Вычислить вероятность распада 𝐻 → 𝑍𝛾 и сравнить с ве-
роятностью дважды радиационного распада Хиггса.
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